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Ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè ïðåäìåòíî (ïî Ïåòðîâó) äîêàçû-
âàåòñÿ îäíà è ïðèâîäèòñÿ ãèïîòåòè÷åñêîå ðåøåíèå äðóãîé èç äâóõ
÷àñòåé ÂÒÔ. Èñòîðèêîâ ìàòåìàòèêè, âîçìîæíî, çàèíòåðåñóåò òîò
ëåãêî ïîäòâåðæäàåìûé ôàêò, ÷òî ê íàõîæäåíèþ òàêîãî ðåøåíèÿ
î÷åíü áëèçîê áûë Í. Õ. Àáåëü.

Close to full solution to FLT
by elementary means

A. G. Yegorov, amateur mathematician, Kharkov s.

Summary. The paper objectively (according to Petrov) proves by elemen-
tary means one and gives hypothetical solution of the second of two parts of
FLT. Historians of mathematics might be interested by the easily proven fact
that N. H. Abel was very close to �nding such solution.

Îò òîãî, ÷òî ìû çíàåì, ÷òî íåêîòîðîå ÷èñëî
èððàöèîíàëüíîå, íåò íèêàêîé ïðàêòè÷åñêîé
ïîëüçû, íî åñëè ìû ìîæåì çíàòü íå÷òî, òî íå
çíàòü ýòîãî ñòàíîâèòñÿ íåâûíîñèìî.

Ý. ×. Òèò÷ìàðø.

I. Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå è ñðåäñòâà
ê äîêàçàòåëüñòâó äâóõ åãî ÷àñòåé.

”Ïðè ëþáûõ ïîïûòêàõ äîêàçàòü Ïîñëåäíþþ òåîðåìó Ôåðìà ýëåìåíòàð-
íûìè ñðåäñòâàìè � ñêàæåì, íå ïðèáåãàÿ ê ìåòîäàì êóììåðîâîé òåîðèè
èäåàëüíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, � íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîò ôàêò,
÷òî äàæå îäèí òîëüêî ÷àñòíûé ñëó÷àé n = 7 â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò íå
ïîääàâàëñÿ óñèëèÿì ëó÷øèõ åâðîïåéñêèõ ìàòåìàòèêîâ. Êîíå÷íî, âïîëíå
âîçìîæíî, ÷òî îíè ïîäõîäèëè ê ïðîáëåìå ëîæíûìè ïóòÿìè è ÷òî ñóùåñòâóåò
êàêàÿ-òî ïðîñòàÿ èäåÿ � âîçìîæíî, îòêðûòàÿ Ôåðìà, � ïðèìåíèìàÿ êî âñåì
ñëó÷àÿì; îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëåå âåðîÿòíî, ÷òî èäåÿ, ïðèãîäíàÿ äëÿ
ëþáûõ n, áûëà áû íàéäåíà, õîòÿ áû â íåóêëþæåé ôîðìå, ïðè èíòåíñèâíîì
ïîèñêå äëÿ îäíîãî n“ � ìû ïðèâåëè àáçàö èç ìîíîãðàôèè Ã. Ýäâàðäñà (ñì.
ñ. 94 â [1]). Ñîîáðàæåíèÿ âî âòîðîì ïðåäëîæåíèè öèòàòû ìíîãîãî ñòîÿò, à
âåðíàÿ èì öåíà ñëîæèòñÿ ó ÷èòàòåëÿ, êîãäà îñèëèò ñòàòüþ äî êîíöà.
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Êàê áû òî íè áûëî, íî èäåÿ, ïðèãîäíàÿ äëÿ ëþáûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ n,
âñ�å æå íàùóïàíà. Äàëüíåéøåå å�å ðàçâèòèå ïðèâåëî (1989) ê äîêàçàòåëüñòâó
îäíîé ÷àñòè, à â 2010 ãîäó è ê ãèïîòåòè÷åñêîìó ðåøåíèþ äðóãîé èç äâóõ
÷àñòåé Âåëèêîé òåîðåìû. Ïîñëåäîâàòåëüíîå äåòàëüíîå èçëîæåíèå îçâó÷åí-
íîãî ðåçóëüòàòà è åñòü ñîäåðæàíèå äàííîé ñòàòüè. Åù�å óêàæåì, ÷òî ïî
ñîîáðàæåíèÿì óäîáñòâà â ïîäà÷å ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ äàëåå î ïðåäìåòå
ðàññìîòðåíèÿ ãîâîðèòñÿ êàê î íåäîêàçàííîì óèâåðæäåíèè.

I.1. Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.

Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà (ÂÒ) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
Óòâåðæäåíèå 1. Íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b è c,

äëÿ êîòîðûõ
cn = bn + an, (1)

ãäå n � öåëîå, áîëüøåå 2
(ñì. Çàìå÷àíèå II ê çàäà÷å 8 êíèãè II â [2]). Ñëîæíåéøèìè ìåòîäàìè XX
âåêà â 1995 ãîäó ýòó òåîðåìó äîêàçàë Ýíäðþ Óàéëñ (Andrew Wiles).

Â 45-îì èç 48 ”Çàìå÷àíèé“ê ”Àðèôìåòèêå“ Äèîôàíòà Ôåðìà äàë êîñâåí-
íîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ âñåõ n, êðàòíûõ 4 ([2]; òæ. ñì. ñ. 24
â[1]). Ïîñêîëüêó âñÿêîå öåëîå n, íå äåëÿùååñÿ íà 4 è áîëüøå 2, äåëèòñÿ, ïî
ìåíüøåé ìåðå, íà îäíî íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ñêàæåì íà p, òî óðàâíåíèå
(1) (â äîïóùåíèè, ÷òî ðåøåíèå (a, b, c) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñóùåñòâóåò)

ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
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, ãäå ñòåïåíè a
n
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n
p è

c
n
p öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó Âåëèêóþ òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü äëÿ
ïðîñòûõ íå÷åòíûõ ïîêàçàòåëåé p > 3. Äîêàçàíî òàêæå (Ãðþíåðò, 1856):
åñëè ðåøåíèå (a, b, c) óðàâíåíèÿ (1) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñóùåñòâóåò,
òî n < a, n < b, n < c (ïðîñòîå ðåøåíèå ñì., íàïðèìåð, íà ñòð. 13 â [3]).

Äàëåå, òàê êàê â (1) ÷èñëà a, b ñèììåòðè÷íû è a 6= b (ñëó÷àé a = b
èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ, èáî äîêàçàòü íåñîñòîÿòåëüíîñòü (1) äëÿ íåãî
ëåãêî, åñëè ïîìíèòü, ÷òî ïðè n > 2 ÷èñëî n

√
2 èððàöèîíàëüíîå è ïðèìåíèòü

îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà), òî îäíî ÷èñëî, ñêàæåì a, âñåãäà ìîæíî
ñ÷èòàòü ìåíüøå b. ßñíî, ÷òî ÍÎÄ d ëþáîé ïàðû ÷èñåë ðåøåíèÿ (a, b, c)
óðàâíåíèÿ (1) íåïðåìåííî íàéä�åì â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ è â òðåòüåì
÷èñëå. Ïîýòîìó òðîéêà (a/d, b/d, c/d) òàêæå ðåøåíèå (1) è ñîñòîèò èç
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî, ÿñíî, ÷òî îäíî è òîëüêî
îäíî ÷èñëî â ýòîé òðîéêå ÷åòíî. Òàêóþ òðîéêó íàçîâ�åì ïðèìèòèâíûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1). Â ïðîòèâîâåñ ýòîìó îïðåäåëåíèþ êàæäóþ òðîéêó
(x, y, z), ÷òî ïðè a = x, b = y, c = z åù�å òîëüêî ïðåòåíäóåò íà ðîëü
ïðèìèòèâíîãî ðåøåíèÿ (1), íàçîâ�åì ïðèìèòèâíîé òðîéêîé (x, y, z) ñ ÷åò-
íûì ïðîèçâåäåíèåì xyz. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
âåðíîñòè ÂÒ äîñòàòî÷íî ïðåäìåòíî äîêàçàòü (îïðåäåëåíèå; [4]) ñëåäóþùåå

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå (ÎÓ). Íå ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíîé òðîéêè
(x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz è p < x < y < z, äëÿ êîòîðîé

yp + xp = zp, (2)

ãäå p � ïðîñòîå > 3.
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I.2. Îáùåå çàìå÷àíèå ê Âåëèêîé òåîðåìå.

Çàìåòíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ÂÒ èãðàåò ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå A. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë a, b, c, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ an + bn = cn, ãäå n öåëîå > 2,
âåðíî, ÷òî c < a + b è ïðè ýòîì, a < c è b < c.

Äàííîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî
Âñïîìîãàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ a > 0, b > 0 è öåëîãî n > 2 èìååò ìåñòî
(a + b)n > an + bn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà èìååì
(a + b)n = an + . . . + Ck

nan−kbk + . . . + bn, ãäå Ck
n = n!

k!(n−k)! äëÿ âñåõ

k = 1, 2, . . . , n − 1. ßñíî, ÷òî ïðè öåëîì n > 2 ïðàâàÿ ÷àñòü âûïèñàííîãî
ðàâåíñòâà ñîäåðæèò áîëåå 2 ÷ëåíîâ, ïðè ýòîì, âñå ÷ëåíû ïðè a > 0 è b > 0
ïîëîæèòåëüíû. Óäàëèâ èç íåãî âñå âíóòðåííèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì
(a + b)n = an + . . . + Ck

nan−kbk + . . . + bn > an + bn, ÷. ò. ä.�
Èç Âñïîìîãàòåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ 1 ïðÿìî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a > 0, b > 0 è öåëîãî
n > 2 èìååò ìåñòî

a + b > n
√

an + bn.
Ïîäàåì îáåùàííîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðåäëîæåíèÿ A: Ïóñòü äåéñòâèòåëü-
íûå a > 0, b > 0, c > 0 è íàòóðàëüíîå n > 2 òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

bn + an = cn. (3)

Òîãäà c = n
√

an + bn. Ó÷òÿ ñëåäñòâèå 1, èìååì c = n
√

an + bn < a + b, ò. å.
èìååì ïåðâîå èñêîìîå c < a+b. Äàëåå, (3) ïåðåïèøåì òàê: an−(cn) = −(bn).
Òàê êàê b > 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà
è ëåâàÿ ÷àñòü, ò. å. an − (cn) < 0. À ðàç åñòü an > 0 è cn > 0 (ïî óñëîâèþ
a > 0 è c > 0), òî â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû, òàê èëè èíà÷å, åñòü è ýòî
n
√

an < n
√

cn, ò. å. èìååì âòîðîå èñêîìîå a < c. Ïî ñèììåòðèè òàêæå b < c.�

I.3. Ôîðìóëû Àáåëÿ äëÿ Ñëó÷àÿ I è Ñëó÷àÿ II
Âåëèêîé òåîðåìû.

Â èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ (2) ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàåò
Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c òàêèå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî

1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ab = cn;

2) ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû.
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y, ÷òî

a = xn, b = yn.

3



Å�å äîêàçàòåëüñòâà çäåñü íåò (ñì. ñ. 22-23 [3]). Óêàçàííûé èñòî÷íèê òàêæå
ñîîáùàåò íàì ïðèìå÷àòåëüíûé ôàêò: â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû âàæíóþ
ðîëü èãðàåò îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äëÿ ìû-
ñëèìûõ íåòðèâèàëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé (2) åù�å â XIX âåêå âûâåäåíû òàê
íàçûâàåìûå ôîðìóëû Àáåëÿ äëÿ Ñëó÷àÿ I è Ñëó÷àÿ II Âåëèêîé òåîðåìû.
Íàïîìíèì èõ îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê:
Ñëó÷àé I Âåëèêîé òåîðåìû � ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì íè îäíî èç ÷èñåë x, y è
z â óðàâíåíèè (2) íå äåëèòñÿ íà p.
Ñëó÷àé II Âåëèêîé òåîðåìû � ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì òîëüêî îäíî èç ÷èñåë
x, y è z â óðàâíåíèè (2) äåëèòñÿ íà pt

(çäåñü è äàëåå t � âûñøèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, ñ êîòîðûì p ñîìíîæèòåëåì
âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà).

Èòàê, ïîëàãàþòñÿ äîêàçàííûìè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (ñì. ñ. 24 [3];
òæ. ñð. ñî ñ. 183 [5]):

Ïðåäëîæåíèå N.Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ðàçëè÷íîé
÷åòíîñòè è íå äåëÿùèõñÿ íà p ÷èñåë x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
(2), ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1) è (u2, v2),
ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà p ÷èñåë, ÷òî

y + x = up
0,

yp + xp

y + x
= vp

0 , z = u0v0,

z − x = up
1,

zp − xp

z − x
= vp

1 , y = u1v1,

z − y = up
2,

zp − yp

z − y
= vp

2 , x = u2v2.

Ïðåäëîæåíèå Z.Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ðàçëè÷íîé
÷åòíîñòè ÷èñåë x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2), ïðè ýòîì, äëÿ p
ñòåïåíü pt ÿâëÿåòñÿ âûñøåé â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè z, ñóùåñòâóþò
òàêèå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1) è (u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî
ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà p ÷èñåë, ÷òî

y + x = ptp−1up
0,

yp + xp

y + x
= pvp

0 , z = ptu0v0,

z − x = up
1,

zp − xp

z − x
= vp

1 , y = u1v1,

z − y = up
2,

zp − yp

z − y
= vp

2 , x = u2v2.

Ïðåäëîæåíèå Y.Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ðàçëè÷íîé
÷åòíîñòè ÷èñåë x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2), ïðè ýòîì, äëÿ p
ñòåïåíü pt ÿâëÿåòñÿ âûñøåé â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè y, ñóùåñòâóþò
òàêèå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1) è (u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî
ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà p ÷èñåë, ÷òî
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y + x = up
0,

yp + xp

y + x
= vp

0 , z = u0v0,

z − x = ptp−1up
1,

zp − xp

z − x
= pvp

1 , y = ptu1v1,

z − y = up
2,

zp − yp

z − y
= vp

2 , x = u2v2.

Ïðåäëîæåíèå X.Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ðàçëè÷íîé
÷åòíîñòè ÷èñåë x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2), ïðè ýòîì, äëÿ p
ñòåïåíü pt ÿâëÿåòñÿ âûñøåé â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè x, ñóùåñòâóþò
òàêèå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1) è (u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî
ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà p ÷èñåë, ÷òî

y + x = up
0,

yp + xp

y + x
= vp

0 , z = u0v0,

z − x = up
1,

zp − xp

z − x
= vp

1 , y = u1v1,

z − y = ptp−1up
2,

zp − yp

z − y
= pvp

2 , x = ptu2v2.

I.4. Òîæäåñòâà.

Âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Âåëèêîé òåîðåìû èãðàþò òîæäåñòâà
C−B+A

2 − A = C+B−A
2 − B = C − C+B+A

2 = C+B−A
2 +

+C−B+A
2 − C+B+A

2 = C+B+A
2 − B − A = C − A−

−C+B−A
2 = C −B − C−B+A

2 = C−B−A
2 . (4)

Èõ âåðíîñòü ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ A, B è C óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðÿìîé ïðîâåðêîé ðàâåíñòâà ìåæäó êðàéíåé ïðàâîé è äðóãèìè ïî îòäåëüíîñ-
òè ÷àñòÿìè.

I.5. Îáùèé ïëàí ïðåäìåòíîãî äîêàçàòåëüñòâà
Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïëàí ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Îõàðàêòåðèçóåì ïåðâóþ ÷àñòü.
� Âî èçáåæàíèå ïðîñ÷åòîâ â âîïðîñå ñîáëþäåíèÿ ïðèíöèïà îáùíîñòè

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÎÓ ðàçäåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ïîäëåæàò 8 ñëó÷àåâ äëÿ
÷èñåë âèäà p

√
x + y (ñëó÷àè ñ öèôðîé 1 íàçîâ�åì ñëó÷àè (óñëîâèÿ) ïîäïóíêòà

1 è êðàòêî áóäåì ïèñàòü ñë. (óñë.) ïï. 1, îñòàëüíûå 7 � â òîì æå äóõå), à
èìåííî:

1 g = p
√

4(p − 1)[(z − x) + (z − y)] 6 p
√

x + y = w,
2 g > w,

ïðè ýòîì, p - xyz;
3 g 6 w,

4 g > w,
ïðè ýòîì, p - yz è äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî t > 1 pt | x, íî ïîìíèì, ÷òî pt+1 - x;

5 g 6 w,
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6 g > w,
ïðè ýòîì, p - xz è äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî t > 1 pt | y, íî ïîìíèì, ÷òî pt+1 - y;

7 g 6 w,
8 g > w,

ïðè ýòîì, p - xy è äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî t > 1 pt | z, íî ïîìíèì, ÷òî pt+1 - z.
Îõàðàêòåðèçóåì âòîðóþ ÷àñòü.

� Ñðåäñòâà è ìåòîäû, êîòîðûå èññëåäîâàòåëü æåëàåò èñïîëüçîâàòü
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÎÓ, íå äîëæíû êîíôëèêòîâàòü ñ òàêèìè ïîëîæåíèÿìè:
aa) Âåëèêàÿ òåîðåìà áóäåò àâòîìàòè÷åñêè ñ÷èòàòüñÿ äîêàçàííîé ýëå-

ìåíòàðíûì ìåòîäîì â òîì ñëó÷àå, åñëè ÎÓ ñîâîêóïíî äîêàçàíî ýëåìåíòà-
ðíûìè ñðåäñòâàìè â ÷àñòÿõ A è B.
ab) Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïîëíîñòüþ äîêàçàííûì

ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè â ÷àñòè A, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçà-
òåëüñòâà ïðîâåäåíû ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ ñëó÷àåâ, ÷òî ñîâîêóï-
íî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîäïóíêòîâ 1, 3, 5 è 7.
ac) Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïîëíîñòüþ äîêàçàííûì

ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè â ÷àñòè B, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçà-
òåëüñòâà ïðîâåäåíû ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ ñëó÷àåâ, ÷òî ñîâîêóï-
íî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîäïóíêòîâ 2, 4, 6 è 8.

I.6. Ïðîòîòèï Âåëèêîé òåîðåìû ê ÷àñòè À.

Òåîðåìà E. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë l > 0 è r > 0 è
öåëîãî k > 2 èìååò ìåñòî(

(l+r)k+1− lk+1
4k

2

)k

>

(
(l+r)k+ lk+1

4k(l+r)

2

)k+1

.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî:
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 2 èìååò ìåñòî

2(4k)(4k − 1)k > (4k + 1)k+1. (5)
Íèæåïðèâîäèìîå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 ïðèíàäëåæèò

íåèçâåñòíîìó (ìíå) ðåöåíçåíòó ìåõ. - ìàò. ôàêóëüòåòà ÊÍÓ èì. Ò. Ã.Øåâ÷åí-
êî. Àâòîðñêîå ðåøåíèå ïðèëàãàåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, èìååì(
4k−1
4k+1

)k−1

=
(
1 − 2

4k+1

)k−1

> 1 − 2k−2
4k+1 = 2k+3

4k+1 ,
8k(4k−1)k

(4k+1)k+1 = 8k(4k−1)
(4k+1)2 ×

×
(

4k−1
4k+1

)k−1

> 8k(4k−1)
(4k+1)2 × 2k+3

4k+1 = 64k3+80k2−24k
64k3+48k2+12k+1 > 1, k > 2. �

Äîêàæåì êëþ÷åâîå óòâåðæäåíèå äëÿ ÷àñòè À.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû E: Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âåðíû:(

(l+r)k+
(l+r)k

4k

2

)k+1

>

(
(l+r)k+ lk+1

4k(l+r)

2

)k+1

, (6)(
(l+r)k+1− lk+1

4k

2

)k

>

(
(l+r)k+1− (l+r)k+1

4k

2

)k

. (7)

Ïóñòü k, l è r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ. Äëÿ (6) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî(
(l + r)k + (l+r)k

4k

)
−
(
(l + r)k + lk+1

4k(l+r)

)
> 0 (èíûå òðåáîâàíèÿ: óìåíüøàåìîå
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è âû÷èòàåìîå > 0, êàê âèäèì, âûïîëíåíû). Îòêðûâ áîëüøèå ñêîáêè, èìååì
(l + r)k + (l+r)k

4k − (l + r)k − lk+1

4k(l+r) = (l+r)k+1−lk+1

4k(l+r) > 0, ãäå ðàâåíñòâî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè r = 0. Àíàëîãè÷íî äëÿ (7); äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî
(
(l + r)k+1 − lk+1

4k

)
−
(
(l + r)k+1 − (l+r)k+1

4k

)
> 0 (èíûå òðåáîâàíèÿ, ÷òî

óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå > 0, êàê âèäèì, âûïîëíåíû). Îòêðûâ áîëüøèå
ñêîáêè, èìååì: (l + r)k+1− lk+1

4k − (l + r)k+1 + (l+r)k+1

4k = (l+r)k+1−lk+1

4k > 0, ãäå
ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè r = 0.

Òåïåðü, åñëè â (5) óìíîæèòü îáå ÷àñòè íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó

(l+r)(k+1)k�(8k)k+1 (ïîä÷åðêíóòîå ñâîéñòâî äðîáíîãî âûðàæåíèÿ âûïîëíå-
íî â ñèëó èñõîäíûõ óñëîâèé), òî ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî ñîâìåñòíî ñ (6)

è (7) ñîñòàâèò ïðàâèëüíóþ öåïü ñîîòíîøåíèé

(
(l+r)k+1− lk+1

4k

2

)k

>

>

(
(l+r)k+1− (l+r)k+1

4k

2

)k

>

(
(l+r)k+

(l+r)k

4k

2

)k+1

>

(
(l+r)k+ lk+1

4k(l+r)

2

)k+1

.

À îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

I.7. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû ê ÷àñòè B.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 3 èìååò ìåñòî
n
√

4n < 3.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïî èñõîäíîìó óñëîâèþ, â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 220 â [6], èìååì
(
1 + 1

n

)n
< n è äàëåå ëåãêî ïðèõîäèì

ê
(

n+1
√

n + 1
)n(n+1)

< ( n
√

n)n(n+1)
èëè äëÿ âñåõ n > 3 ïîëó÷àåì âåðíîå

íåðàâåíñòâî
n+1
√

n + 1 < n
√

n.
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîî÷åðåäíî çíà÷åíèÿ n = 3, = 4, = 5 è ò. ä., â èòîãå
ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé

3+1
√

3 + 1 <
3
√

3,
4+1
√

4 + 1 <
4
√

4,
5+1
√

5 + 1 <
5
√

5,

. . .

 (8)

Ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ïðè n > 3 åñòü 1
n(n+1) > 0,

òî â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èìååì 4
1

n(n+1) > 1
èëè

n+1
√

4 < n
√

4.
Ïîäñòàâèâ ïîî÷åðåäíî n = 3, = 4, = 5 è ò. ä., íàðÿäó ñ (8), ïîëó÷èì åùå
îäíó áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó

3+1
√

4 <
3
√

4,
4+1
√

4 <
4
√

4,
5+1
√

4 <
5
√

4,

. . .

 (9)
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Îäèíàêîâûé ñìûñë íåðàâåíñòâ (8), (9) ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîä-
êîðåííûõ âûðàæåíèé ïîçâîëÿåò ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (8) ïðè ñîõðàíåíèè
ñìûñëà ïî÷ëåííî ïåðåìíîæèòü ñ ïåðâûì â (9), àíàëîãè÷íî, âòîðîå â (8) ñ
òåì æå â (9) è ò. ä.; îñóùåñòâèâ ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

3+1
√

4 × (3 + 1) < 3
√

4 × 3,

4+1
√

4 × (4 + 1) < 4
√

4 × 4,

5+1
√

4 × (5 + 1) < 5
√

4 × 5,

. . .

n+1
√

4(n + 1) < n
√

4 × n,

. . .

Çàìåòèâ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî íåðàâåíñòâà ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè â î÷åðåä-
íîì íåðàâåíñòâå, ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

3
√

4 × 3 > 4
√

4 × 4 > 5
√

4 × 5 > · · · > n
√

4 × n > . . .
Ñ ó÷åòîì 3

√
4 × 3 < 3

√
27 = 3, èç ýòîé öåïè âûòåêàåò èñòèííîñòü ëåììû. �

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åùå îäíîé ëåììû íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå
Âñïîìîãàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 2 èìååò ìåñòî

k(k+1)

√
4k(k + 1)k+2 > (k+1)(k+2)

√
4(k + 1)(k + 2)k+3. (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Òàê, ïðè k > 2 èìååì öåïü èñòèííûõ

ñîîòíîøåíèé k + 1 > 3 >
(
1 + 1

k+1

)k+1

>
(
1 + 1

k+1

)k

(çäåñü êðàéíåå ëåâîå

ñîîòíîøåíèå âåðíî ïî óñëîâèþ, ñðåäíåå � ïî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 220 èç [6],

êðàéíåå ïðàâîå � â ñèëó
(
1 + 1

k+1

)k+1

=
(
1 + 1

k+1

)(
1 + 1

k+1

)k

>
(
1 + 1

k+1

)k

,

ãäå ÿâíî èñòèííûì åñòü 1+ 1
k+1 > 1), ò. å. k

√
(k + 1)k+1 > k +2,èíà÷å, èìååì

k
√

(k + 1)k+1 > k+2
√

(k + 2)k+2. Óìíîæåíèå åãî ñ k
√

k > k+2
√

k + 2 (äàííîå

èñòèííî ïðè âñåõ k > 2; òàê, ïðè k = 2 âåðíû 2+2
√

2 + 2 = 2
2
4 =

√
2, ïðè k > 3

èñòèííîñòü âûòåêàåò èç ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà â õîäå äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 2), äàñò k

√
k(k + 1)k+1 > k+2

√
(k + 2)k+3. Åñëè è åãî óìíîæèòü ñ

k
√

4(k + 1) > k+2
√

4(k + 1) (à èçâåñòíîå ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

âåäü äà�åò (4k+4)
1
k

(4k+4)
1

k+2
= (4k + 4)

1
k−

1
k+2 = (4k + 4)

2
k(k+2) > 1), â èòîãå ïîëó÷èì

k
√

4k(k + 1)k+2 > k+2
√

4(k + 1)(k + 2)k+3. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
íóæíî èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî èçâëå÷ü êîðåíü k+1 -îé ñòåïåíè.�

Ïåðâûé øàã äî çàâåòíîé ëåììû ñäåëàí. Äàëåå, çàìåíîé ïåðåìåííîé
óïðîñòèì (10); ïîëîæèâ k = n − 1, îíî ïðèìåò ôîðìó
(n−1)n

√
4(n − 1)nn+1 > n(n+1)

√
4n(n + 1)n+2, ãäå n > 3. Ïðèäàäèì ýòîìó áîëåå

óäîáíûé âèä:
(n−1)n

√
4(n − 1)nn+1 > ((n+1)−1)(n+1)

√
4((n + 1) − 1)(n + 1)((n+1)+1).

Ýòîò äîêàçàííûé ðåçóëüòàò óòâåðæäàåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
6
√

4 × 2 × 34, 12
√

4 × 3 × 45, 20
√

4 × 4 × 56, . . . , (n−1)n
√

4(n − 1)nn+1, . . . êàæäîå
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ïîñëåäóþùåå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî. À ïîñêîëüêó ïåðâîå ÷èñëî â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìåíüøå 3 (äåéñòâèòåëüíî, 6

√
8 × 34 < 6

√
32 × 34 = 3), çíà÷èò è äëÿ

âñåõ ÷èñåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ (n−1)n
√

4(n − 1)nn+1 < 3.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ äîêàçàíî óòâåðæäåíèå

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 3 èìååò ìåñòî
n(n−1)

√
4(n − 1)nn+1 < 3.

I.8. Ïðîòîòèï(-û) Âåëèêîé òåîðåìû ê ÷àñòè B.
(îò÷àñòè íåäîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ)

Ñìåøåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé �
êàæåòñÿ, îñíîâíàÿ ñëàáîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî èíòåëëåêòà.

Ã. Ì. Ýäâàðäñ.

Ïðîòîòèïû äëÿ ïîäïóíêòîâ 2, 4, 6, 8, ñîîòâåòñòâåííî:
Ãèïîòåçà1. Ïóñòü ñðåäè ðàçëè÷íûõ öåëûõ x, y, z ëèøü îäíî ÷åòíî, p

� ïðîñòîå > 3, p < x < z, p < y < z, z < y+x. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî
p
√

y + x, p
√

z − x, p
√

z − y öåëûå, à z
p
√

y+x
, y

p
√

z−x
, x

p
√

z−y
íå÷åòíûå öåëûå. Òîãäà

a) p
√

y + x = (z − x) + (z − y), åñëè p
√

y + x íå÷åòíî;

b) p
√

y + x = (z−x)+(z−y)
p
√

p
√

z−x+ p
√

z−y
, åñëè p

√
y + x ÷åòíî.

Ãèï. 1 (Ïðåäëîæåíèå G1) äîêàçàíà 12 ôåâðàëÿ 2013 ãîäà − ïðèì. À. Å.
Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü ñðåäè ðàçëè÷íûõ öåëûõ x, y, z ëèøü îäíî ÷åòíî,

p � ïðîñòîå > 3, p < x < y < z, z < y + x. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî
p
√

y + x, p
√

z − x, p
√

p(z − y) öåëûå, à z
p
√

y+x
, y

p
√

z−x
, x

p
√

p(z−y)
íå÷åòíûå öåëûå.

Òîãäà
p
√

y + x = (z − x) + (z − y), ïðè÷åì, p
√

y + x íå÷åòíî.
Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü ñðåäè ðàçëè÷íûõ öåëûõ x, y, z ëèøü îäíî ÷åòíî,

p � ïðîñòîå > 3, p < x < y < z, z < y + x. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî
p
√

y + x, p
√

p(z − x), p
√

z − y öåëûå, à z
p
√

y+x
, y

p
√

p(z−x)
, x

p
√

z−y
íå÷åòíûå öåëûå.

Òîãäà
p
√

y + x = (z − x) + (z − y), ïðè÷åì, p
√

y + x íå÷åòíî.
Ãèïîòåçà 4. Ïóñòü ñðåäè ðàçëè÷íûõ öåëûõ x, y, z ëèøü îäíî ÷åòíî,

p � ïðîñòîå > 3, p < x < z, p < y < z, z < y + x. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî,
÷òî p

√
p(y + x), p

√
z − x, p

√
z − y öåëûå, à z

p
√

p(y+x)
, y

p
√

z−x
, x

p
√

z−y
íå÷åòíûå

öåëûå. Òîãäà
p
√

p(y + x) = (z−x)+(z−y)
p , ïðè÷åì, p

√
p(y + x) íå÷åòíî.

Âîò ÷èñëîâûå ïðèìåðû, ïîäêðåïëÿþùèå âåðíîñòü äîãàäîê â ãèï. 1 - 4:
(p, x, y, z) = 3, 5779251724, 5779253857, 5779253921 - ê óòâ. a) ïðåäë. G1;
(p, x, y, z) = 5, 300512435138816204404325607944328113,
300512435138816204404325607972957263,
300512435138816204404325607972957264 - ê óòâåðæäåíèþ b) ïðåäë. G1;
(p, x, y, z) = 3, 70710129, 70710632, 70710641 - ê ãèï. 2;
(p, x, y, z) = 3, 14467132, 14467311, 14467375 - ê ãèï. 3;
(p, x, y, z) = 3, 833113, 833624, 833625 - ê ãèï. 4.
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II. Ðåøåíèå Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ â ÷àñòè A.

Òî, ÷òî èìååò îñíîâàíèåì èñòèíó, ñëåäóåò
íàïîìèíàòü, íå áîÿñü ïîêàçàòüñÿ íàäîåäëèâûì.

Í. È. Ïèðîãîâ.

II.1. Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ÎÓ äëÿ ñë. ïï. 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
óñë. ïï. 1 ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì
xyz, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2). Ôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z è p, îáîçíà÷èâ
áóêâàìè a, b, c è h, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, äëÿ íåêîòîðîãî ñë. ïï. 1 èìååì:

bh + ah = ch

è çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ N ñóùåñòâóþò ïàðû (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2),
÷òî ñîñòîÿò èç âçàèìíî ïðîñòûõ è íå äåëÿùèõñÿ íà h öåëûõ ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(11)

Ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî
ah−1 < vh

0 . (12)
Âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì èç ðàâåíñòâ (11).
bh+ah

b+a = bh−1 − bh−2a + . . . + b(h−1)−2ma2m − b(h−1)−(2m+1)a2m+1+
+ . . . + ah−1 = V + ah−1 = vh

0 .
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí V ïîëîæèòåëåí. Äà, åñëè åãî çàïèñàòü
òàê:
V = bh−2(b − a) + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m(b − a) + . . . =

= (b− a)(bh−2 + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m + . . .) = (b− a)W ,
òî äëÿ äàííûõ a, b, h ìíîãî÷ëåí W , êàê âèäèì, ïîëîæèòåëåí, à ââèäó
b > a (âåðíî ïî óñëîâèþ), èìååì b − a > 0. Âûâîä: V > 0. Âåðíîñòü (12)
ïîäòâåðæäåíà.

Äàëåå èç (12) èçâëå÷åì(
uh

0−uh
1−uh

2
2

)h−1

< vh
0 . (13)

Äëÿ ýòîãî â (4) ïîëîæèì A = uh
2 , B = uh

1 , C = uh
0 è ïîëó÷èì

uh
0−uh

1+uh
2

2 − uh
2 = uh

0+uh
1−uh

2
2 − uh

1 = uh
0 − uh

0+uh
1+uh

2
2 = uh

0+uh
1−uh

2
2 +

+uh
0−uh

1+uh
2

2 − uh
0+uh

1+uh
2

2 = uh
0+uh

1+uh
2

2 − uh
1 − uh

2 = uh
0 − uh

2−
−uh

0+uh
1−uh

2
2 = uh

0−uh
1−

uh
0−uh

1+uh
2

2 = uh
0−uh

1−uh
2

2 . (14)
Ñ ïîìîùüþ 1′), 2′), 3′) íàõîäèì:

a = uh
0−uh

1+uh
2

2 , b = uh
0+uh

1−uh
2

2 , c = uh
0+uh

1+uh
2

2 . (15)
Çàìåíèâ âûðàæåíèÿ â (14) ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè a, b, c èç (15), èìååì
a − uh

2 = b − uh
1 = uh

0 − c = b + a − c = c − uh
1 − uh

2 =
= uh

0 − uh
2 − b = uh

0 − uh
1 − a = uh

0−uh
1−uh

2
2 . (16)

Òàê êàê b + a − c > 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå A) è uh
2 > 0 (ñì. óñëîâèå ÎÓ è 3′)),
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òî (16) âëå÷åò a = uh
2 + uh

0−uh
1−uh

2
2 , ãäå îáà ñëàãàåìûõ ñïðàâà > 0. Òåïåðü (12)

ìîæåì çàïèñàòü òàê:
(
uh

2 + uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

< vh
0 . Ðàçëîæèâ ëåâóþ åãî ÷àñòü

ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà, à çàòåì, îòáðîñèâ h−1 ïåðâûõ ÷ëåíîâ, â èòîãå

èìååì
(

uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

<
(
uh

2 + uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

< vh
0 . Îòñþäà âûòåêàåò (13).

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (a, b, c) ïðè ôèêñèðîâàííîì h òîëüêî åäèíîæäû
âîçíèêàåò èç (15). Äåéñòâèòåëüíî, u0, u1, u2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷èñëàìè
a, b, c è h, òàê êàê èìååì: u2 = h

√
c − b, u1 = h

√
c − a, u0 = h

√
b + a. Èç ýòèõ

ðàâåíñòâ, ïðèìèòèâíîñòè (a, b, c) à òàêæå óñëîâèé ÎÓ ñëåäóåò, ÷òî u0, u1,
u2 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû è ïîëîæèòåëüíû, à ïðîèçâåäåíèå u0u1u2 ÷åòíî.

Òåïåðü îáîñíóåì, ÷òî äëÿ âõîäÿùèõ â (13) u0, u1, u2, h âåðíî, ÷òî:

a) èìååò ìåñòî h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) > 0;
b) èìååò ìåñòî u0 − h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ) > 0.

Íà÷íåì ñ a). Òàê êàê h íå÷åòíî > 3, òî â ñèëó èçâåñòíûõ òåîðåì: 1) åñòü
2n+1

√
d > 0, åñëè d > 0 è 2) åñòü 2n+1

√
d < 0, åñëè d < 0, äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü: 4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) > 0. Òàê êàê h − 1 > 0 è ïðè c > b > a
(ïî óñëîâèþ) ñ ó÷åòîì 2′), 3′), åñòü uh

1 + uh
2 = (c − a) + (c − b) > 0, òî

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) > 0. Ïóíêò a) äîêàçàí. Äàëåå, ïî óñë. ïï. 1 âûïîëíåíî
h
√

b + a > h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)]. Ïîñëåäíåå, ñ ó÷åòîì 1′), 2′), 3′), äàñò
u0 > h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ), ÷òî è âëå÷åò âåðíîñòü b).

Îñóùåñòâèì çàìåíó â (13). Äëÿ ýòîãî â (16) áåð�åì uh
0 − c = c− (uh

1 +uh
2 ),

à ñ ó÷åòîì 7′), c îáðàùàåì â u0v0. Íàéäÿ v0, ïîëó÷èì v0 =
uh−1

0 +
uh
1 +uh

2
u0

2 (â
çíàìåíàòåëå u0 6= 0 � ýòî óñòàíîâëåíî âûøå). Çàìåíà â (13), îêîí÷àòåëüíî
äàñò: (

uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

<

(
uh−1

0 +
uh
1 +uh

2
u0

2

)h

.

Íàñòóïèë ìîìåíò èñòèíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü: k = h − 1,
l = h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ), r = u0 − h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ), ãäå â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïóíêòàìè a), b) l > 0, r > 0 è ïî ðàññìîòðåíèþ òàêæå k � öåëîå > 2,
òî â ñèëó òåîðåìû E èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ(

uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

>

(
uh−1

0 +
uh
1 +uh

2
u0

2

)h

.

Ïðîòèâîðå÷èå! Çíà÷èò ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Ó÷òÿ ïðîèç-
âîëüíîñòü â âûáîðå ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) ïðè óñë. ïï. 1, çàêëþ÷àåì:
Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïï. 1. �

II.2. Ñëó÷àè ïï. 3, 5, 7 Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîëíûå òåêñòû ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ïðèëàãàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè ïîëíîñòüþ äîêàçàíà áåç êàâû÷åê
÷àñòü À çíàìåíèòîé òåîðåìû (ñì. ïóíêò ab) â I.5 ãë. I).
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III. Äîêàçàòåëüñòâî Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ
äëÿ ÷àñòè B (ãèïîòåòè÷åñêîå).

Äâóõêîïåå÷íûì ìûñëÿì ïðèäàì
ñóìàñøåäøèé ðàçìàõ.

Ñàøà ×åðíûé.

III.1. Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ÎÓ äëÿ ñë. ïï. 2 (ãèïîòåòè÷åñêîå): Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì
xyz, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè ÷èñëà x, y, z è
p, îáîçíà÷èâ a, b, c è h, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, èñõîäÿ èç äîïóùåíèÿ
ëîæíîñòè ÎÓ ïðè óñë. ïï. 2, äëÿ ýòîé ÷åòâåðêè èìååì:

bh + ah = ch

è çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ N ñóùåñòâóþò ïàðû (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2),
ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà h öåëûõ ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(17)

Ñóäÿ ïî êðàéíèì êîëîíêàì (17), ÿñíî, ÷òî èç ÷åòíîñòè îäíîãî èç ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a, b, c (èìååì ïî óñëîâèþ) è âçàèìíîé ïðîñòîòû
÷èñåë â ïàðàõ (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2) (âûâåäåíà èç äîïóùåíèÿ) âûòåêàåò
÷åòíîñòü òîëüêî îäíîãî èç ÷èñåë u0, u1, u2 è íå÷åòíîñòü ÷èñåë v0, v1, v2

(çàêëþ÷åíèå − 'íàâîäíîé ìîñòèê' ê ãèï. 1). Ñîãëàñíî îïèñàíèþ I. 5 ãëàâû
I, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âàðèàíòû: u0 ÷åòíî è íå÷åòíî.

Ïóñòü ãèïîòåçà 1 èñòèííà. Ïóñòü u0 íå÷åòíî, òîãäà u1, u2 ñ ðàçíîé
÷åòíîñòüþ (ñì. âûøå). Òàê êàê u1 > u2 > 0 (ïî óñëîâèþ åñòü c > b > a,
çíà÷èò (c − a) − (c − b) = (b − a) > 0, à ó÷òÿ 2′), 3′), åñòü u1 = h

√
c − a >

h
√

c − b = u2 > 0), òî u1 > 2, ñëåäîâàòåëüíî, uh−1
1 > 3 è ñîãëàñíî ëåììû 2

èìååì h
√

4h < uh−1
1 èëè 4h <

(
uh

1

)h−1
. Ó÷òÿ ÿâíûå:

(
uh

1

)h−1
<
(
uh

1 + uh
2

)h−1
,

4(h − 1) < 4h, ïîëó÷èì 4(h − 1) <
(
uh

1 + uh
2

)h−1
èëè h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ) <

uh
1 + uh

2 . Ïîìíÿ î íå÷åòíîñòè u0 è 'íàâîäíîì ìîñòèêå', âîñïîëüçóåìñÿ ãèï.
1; ïîëàãàÿ â íåé x = a, y = b, z = c, p = h è ó÷òÿ 1′), 2′), 3′), îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì:

h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) < uh
1 + uh

2 = (c − a) + (c − b) = h
√

b + a = u0.
Çäåñü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ïï. 2 èçíà÷àëüíî âûïîëíÿåòñÿ

h
√

b + a < h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ).
Ïóñòü u0 ÷åòíî. Òîãäà u1, u2 íå÷åòíû (ñì. âûøå). Òàê êàê u1 > u2 > 0

(òæ. ñì. âûøå), òî u1 > 3, åñëè h > 5 è u1 ñòðîãî áîëüøå 3, åñëè h = 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2 èìååì h

√
4h < u1 èëè 4h < uh

1 . Ýòî è ýòè:
4(h− 1) < 4h, uh

1 < uh
1 +uh

2 (âåäü âåðíû), ïîðîæäàþò 4(h− 1) < uh
1 +uh

2 , ÷òî

ñ î÷åâèäíûì uh
1 +uh

2 6
(
uh

1 + uh
2

)h−2
äàñò 4(h−1) <

(
uh

1 + uh
2

)h−2
. Óìíîæèâ

åãî ñ âåðíûì (uh
1 +uh

2 )(u1 +u2) <
(
uh

1 + uh
2

)2
(âåäü u1 > 3 è h > 3), ïîëó÷èì
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4(h − 1)(uh
1 + uh

2 )(u1 + u2) <
(
uh

1 + uh
2

)h
èëè h

√
4(h − 1)(uh

1 + uh
2 ) <

uh
1+uh

2
h
√

u1+u2
.

Ïîìíÿ î ÷åòíîñòè u0 è 'íàâîäíîì ìîñòèêå', âîñïîëüçóåìñÿ ãèï. 1; ïîëàãàÿ
â íåé x = a, y = b, z = c, p = h è ó÷òÿ 1′), 2′), 3′), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) <
uh

1+uh
2

h
√

u1+u2
= (c−a)+(c−b)

h
√

h
√

c−a+ h√c−b
= h

√
b + a = u0.

È çäåñü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ïï. 2 èçíà÷àëüíî âûïîëíÿåòñÿ
h
√

b + a < h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ).
Ïîäûòîæèì ïðîäåëàííîå. Èç äîïóùåíèÿ ëîæíîñòè ÎÓ ïðè óñë. ïï. 2

ñïåðâà áûëî âûâåäåíî ñóùåñòâîâàíèå ïàð öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1),
(u2, v2), ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî 9 ðàâåíñòâ â (17). Çàòåì,
ïðèâåäåíèåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷åòêî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñë. ïï. 2 âîîáùå
íå ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2), óäîâëåòâîðÿþùèõ
õîòÿ áû 6-òè ðàâåíñòâàì â (17). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî äâà âçàèìîèñêëþ-
÷àþùèõ óìîçàêëþ÷åíèÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî êîíñòàòèðóåì: ââîäíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå îøèáî÷íî. Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå ðåøåíèÿ äëÿ (2)
ïðè óñë. ïï. 2, çàêëþ÷àåì:ÎÓ èñòèííî äëÿ âñåõ ñë. ïï. 2−êîíåö ãèïîòåòè-
÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ÎÓ äëÿ ïï. 2.

III.2. Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-
ïóíêòà 4 (ãèïîòåòè÷åñêîå): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàìêàõ óñëîâèé ïï. 4 ñóùå-
ñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p è t, îáîçíà÷èâ
áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïï. 4
èìååì:

bh + ah = ch

è çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ X ñóùåñòâóþò ïàðû (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2),
ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà h öåëûõ ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = hjh−1uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= hvh

2 , 9′) a = hju2v2.


(18)

Ñóäÿ ïî êðàéíèì êîëîíêàì (18), ÿñíî, ÷òî èç ÷åòíîñòè îäíîãî èç ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a, b, c (èìååì ïî óñëîâèþ), âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë
â ïàðàõ (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2) (âûâåäåíà èç äîïóùåíèÿ) è íå÷åòíîñòè h
âûòåêàåò ÷åòíîñòü òîëüêî îäíîãî èç ÷èñåë u0, u1, u2 è íå÷åòíîñòü ÷èñåë
v0, v1, v2 (çàêëþ÷åíèå − 'íàâîäíîé ìîñòèê' ê ãèï. 2). Ñëåäóÿ îïèñàíèþ I. 5
ãëàâû I, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âàðèàíòû: u0 ÷åòíî è íå÷åòíî.

Ïóñòü ãèïîòåçà 2 èñòèííà. Ïóñòü u0 íå÷åòíî. Ïîñêîëüêó h äåëèò hju2,
òî hju2 > 3, à ñëåäîâàòåëüíî, åñòü hj(h−2)uh−2

2 > hju2 > 3 è ñîãëàñíî ëåììû
2 èìååì h

√
4h <

(
hju2

)h−2
. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èì

4h <
(
hju2

)h(h−2)
. (19)

Òàê êàê h(h− 2) < h(h− 1) (ýòî î÷åâèäíî) è jh(h− 2) < (jh− 1)(h− 1)
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(ñ ó÷åòîì j > 1, èìååì: (jh− 1)(h− 1)− jh(h− 2) = h(j − 1) + 1 > 1 > 0),
òî hjh(h−2)u

h(h−2)
2 < h(jh−1)(h−1)u

h(h−1)
2 è (19) äàñò 4h <

(
hjh−1uh

2

)h−1
.

Ó÷òÿ î÷åâèäíûå:
(
hjh−1uh

2

)h−1
<
(
uh

1 + hjh−1uh
2

)h−1
, 4(h−1) < 4h, ïîëó÷èì

4(h − 1) <
(
uh

1 + hjh−1uh
2

)h−1
èëè h

√
4(h − 1)(uh

1 + hjh−1uh
2 ) < uh

1 + hjh−1uh
2 .

Ïîìíÿ î íå÷åòíîñòè u0 è 'íàâîäíîì ìîñòèêå', âîñïîëüçóåìñÿ ãèïîòåçîé 2;
ïîëàãàÿ â íåé x = a, y = b, z = c, p = h è ó÷òÿ 1′), 2′), 3′) â (18), îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì:

h
√

4(h − 1)(uh
1 + hjh−1uh

2 ) < uh
1 +hjh−1uh

2 = (c− a)+ (c− b) = h
√

b + a = u0.
Çäåñü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ïï. 4 èçíà÷àëüíî âûïîëíÿåòñÿ

h
√

b + a < h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4(h − 1)(uh
1 + hjh−1uh

2 ).

Ïóñòü u0 ÷åòíî. Òîãäà u1, u2 íå÷åòíû. À òàê êàê: u0 = h
√

b + a =öåëîå,
u1 = h

√
c − a =öåëîå, hju2 = h

√
h(c − b) =öåëîå (ñì. 1′), 2′), 3′) â (18),

ñîîòâåòñòâåííî) è îäíîâðåìåííî åñòü: c
u0

= c
h√b+a

= v0 =öåëîå íå÷åòíîå,
b

u1
= b

h
√

c−a
= v1 =öåëîå íå÷åòíîå, a

hju2
= a

h
√

h(c−b)
= v2 =öåëîå íå÷åòíîå

(ñì. 7′), 8′), 9′) â (18), ñîîòâåòñòâåííî), òî çàêëþ÷åíèå ãèïîòåçû 2 (à ïðî÷èå
åå ïîñûëêè èìåþò ìåñòî) îäíîçíà÷íî óêàçûâàåò, ÷òî u0, âîïðåêè íàøåìó
ðàññìîòðåíèþ, îáÿçàíî áûòü íå÷åòíûì. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåñîâìåñò-
íîñòü ðàâåíñòâ 1′), 2′), 3′), 7′), 8′), 9′) â (18) ïðè ÷åòíîì u0.

Ïîäûòîæèì ïðîäåëàííîå. Ñïåðâà, èç äîïóùåíèÿ î ëîæíîñòè Îñíîâíîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðè óñëîâèÿõ ïï. 4, áûëî âûâåäåíî ñóùåñòâîâàíèå ïàð öåëûõ
÷èñåë (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2), ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî
9 ðàâåíñòâ â (18). Çàòåì, ïðèâåäåíèåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷åòêî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè óñëîâèÿõ ïï. 4 âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (u0, v0),
(u1, v1), (u2, v2), óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû 6-òè ðàâåíñòâàì èç (18). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åíî äâà âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óìîçàêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîñûëàíèåì
íà ýòîò ôàêò, êîíñòàòèðóåì: ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Ó÷èòûâàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) â óñë. ïï. 4,
çàêëþ÷àåì:Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïï. 4− êîíåö
ãèïîòåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ÎÓ äëÿ ïîäïóíêòà 4.

III.3. Ðàññóæäåíèÿ â ãèïîòåòè÷åñêîì ðåøåíèè Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ
äëÿ ïîäïóíêòà 6 àáñîëþòíî òàêèå æå, êàê äëÿ ïîäïóíêòà 4. Ïîýòîìó âîñïðî-
èçâîäèòü åãî çäåñü íåò ñìûñëà. Ïîëíûé òåêñò ðåøåíèÿ ïðèëàãàåòñÿ.

III.4. Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-
ïóíêòà 8 (ãèïîòåòè÷åñêîå): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè óñë. ïï. 8 ñóùåñòâóåò
ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p è t, îáîçíà÷èâ
áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïï. 8
èìååì:

bh + ah = ch

è çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ Z ñóùåñòâóþò ïàðû (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2),
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ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà h öåëûõ ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = hjh−1uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= hvh

0 , 7′) c = hju0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(20)

Ñóäÿ ïî êðàéíèì êîëîíêàì (20), ÿñíî, ÷òî èç ÷åòíîñòè îäíîãî èç ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a, b, c (èìååì ïî óñëîâèþ), âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë
â ïàðàõ (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2) (âûâåäåíà èç äîïóùåíèÿ) è íå÷åòíîñòè h
âûòåêàåò ÷åòíîñòü òîëüêî îäíîãî èç ÷èñåë u0, u1, u2 è íå÷åòíîñòü ÷èñåë
v0, v1, v2 (çàêëþ÷åíèå − 'íàâîäíîé ìîñòèê' ê ãèï. 4). Ñëåäóÿ îïèñàíèþ I. 5
ãëàâû I, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âàðèàíòû: u0 ÷åòíî è íå÷åòíî.

Ïóñòü ãèï. 4 âåðíà. Ïóñòü u0 íå÷åòíî, òîãäà ó u1, u2 ðàçíàÿ ÷åòíîñòü
(ñì. âûøå) è òàê êàê u1 > u2 > 0 (ïî óñëîâèþ åñòü c > b > a, çíà÷èò
(c − a) − (c − b) = (b − a) > 0, à ïîòîìó, ó÷òÿ 2′), 3′) â (20), èìååò ìåñòî
u1 = h

√
c − a > h

√
c − b = u2 > 0), òî u1 > 2.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâîé ïîñûëêè, à èìåííî: u1 > 2, äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ äëÿ äîêàçûâàåìîãî âàðèàíòà u0= íå÷åòíî áóäóò ðàçäåëüíûìè äëÿ
òàêèõ ñëó÷àåâ:

1) u1 = 2 ïðè h = 3;
2) u1 = 2 ïðè h > 5;
3) u1 > 3 ïðè h > 3.

Èòàê, ñëó÷àé 1). Ïîñêîëüêó u1 > u2 > 0 (ñì. âûøå), òî u2 = 1. Â îáîðîò
áåð�åì çíà÷åíèÿ u1, u2, h è ñ ïîìîùüþ 1′), 2′), 3′) íàõîäèì c, à èñïîëüçóÿ
7′), â èòîãå èìååì

2c = 33j−1u3
0 + 23 + 1 = 33j−1u3

0 + 32 = 2 × 3ju0v0. (21)

Ïðèñòàëüíîå ðàññìîòðåíèå (21) ïîêàçûâàåò, ÷òî u0 ñîìíîæèòåëü ÷èñëà 32,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ Z ÷èñëà u0 è 3 âçàèìíî
ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, u0 = 1 è òîëüêî òàê. Ïðîìåæóòî÷íûé èòîã − ìû
èìååì: h = 3, u0 = 1, u1 = 2, u2 = 1. Ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê (21), ÷òîáû
äîáûòü èíôîðìàöèþ è ïðî j. Çíàÿ ñåé÷àñ, ÷òî u0 = 1, ïåðåïèøåì (21) òàê:

2c = 32(33(j−1) + 1) = 2 × 3jv0.
Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî 33(j−1) + 1 íå äåëèòñÿ íà 3 íè ïðè
êàêèõ j > 1 (íå çàáûâàåì, ÷òî m0 = 1). À òàê êàê ïî ïðåäëîæåíèþ Z
÷èñëî v0 òàêæå âçàèìíî ïðîñòî ñ 3, çàêëþ÷àåì: 32 = 3j . ßñíî, ÷òî j = 2.
Òåïåðü èìååòñÿ ïîëíûé êîìïëåêò ÷èñåë: h = 3, j = 2, u0 = 1, u1 = 2,
u2 = 1 è ïî íåìó óæå ìîæíî âû÷èñëèòü âåñü íàáîð (h, a, b, c). Âû÷èñëåíèå
äàñò: (h, a, b, c)=(3, 118, 125, 126). Îáðàòèì âçîð íà ÷èñëî b, ðàâíîå 125.
Êàê âûäèì, îíî íå÷åòíîå, à äîëæíî áû áûòü ÷åòíûì, òàê êàê ïî óñëîâèþ
ýòîãî ðàññìîòðåíèÿ ÷èñëî b ñîäåðæèò ÷åòíûé ñîìíîæèòåëü u1, ðàâíûé 2.
Ïðîòèâîðå÷èå!
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Ñëó÷àé 2). Òàê êàê u1 > u2 > 0 (ñì. âûøå), òî u2 = 1. Â îáîðîò áåð�åì
çíà÷åíèÿ u1, u2 è ñ ïîìîùüþ 1′), 2′), 3′) íàõîäèì c, à èñïîëüçóÿ 7′), â èòîãå
èìååì

2c = hhj−1uh
0 + 2h + 1 = 2hju0v0.

Óìåíüøèâ âñå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ íà hjh−1uh
0 , â èòîãå áóäåì èìåòü:

2c − hjh−1uh
0 = (2h − 2) + 3 = h(2hj−1u0v0 − hhj−2uh

0 ), (22)

À âîò ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî (22) âîîáùå ëèøåíî ñìûñëà ïðè ëþáîì ïðîñòîì
h, áîëüøå 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèâ îäíó èç ôîðì ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà
ê âûðàæåíèþ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñðåäíåé ÷àñòè (22) è ïîìíÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ ïðîñòûõ h > 5 ÍÎÄ (h, 3)=1, ðàâåíñòâà (22) óäèâèòåëüíûì îáðàçîì
ïðåâðàòèëèñü â ïî-íàñòîÿùåìó èñòèííûå ñîîòíîøåíèÿ:

2c − hjh−1uh
0 6= h × Kh + 3 6= h(2hj−1u0v0 − hhj−2uh

0 ),

ãäå h ïðîñòîå > 5, Kh = 2h−2
h = öåëîå, u0, v0 öåëûå, h ñîìíîæèòåëü c.

Ïðîòèâîðå÷èå!
Ñëó÷àé 3). Êîëü åñòü u1 > 3, h > 3, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3

åñòü h(h−1)
√

4(h − 1)hh+1 < u1 èëè 4(h − 1)hh+1 <
(
uh

1

)h−1
. Ïîñëåäíåå, ñ

ó÷åòîì î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ
(
uh

1

)h−1
<
(
uh

1 + uh
2

)h−1
, äàñò ñëåäóþùåå

4(h − 1)hh+1 <
(
uh

1 + uh
2

)h−1
èëè 4h(h − 1)(uh

1 + uh
2 )hh <

(
uh

1 + uh
2

)h
èëè

h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) <
uh

1+uh
2

h . Ïîìíÿ î ÷åòíîñòè u0 è 'íàâîäíîì ìîñòèêå',
âîñïîëüçóåìñÿ ãèïîòåçîé 4; ïîëàãàÿ â íåé x = a, y = b, z = c, p = h è ó÷òÿ
1′), 2′), 3′), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) <
uh

1+uh
2

h = (c−a)+(c−b)
h = h

√
h(b + a) = hju0.

Çäåñü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ïï. 8 èçíà÷àëüíî âûïîëíÿåòñÿ
h
√

b + a < h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4(h − 1)(uh
1 + uh

2 ),
÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ýòîãî:

h
√

h(b + a) < h
√

4h(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ).
Ñ íå÷åòíûì u0 çàêîí÷èëè.

Ïóñòü u0 ÷åòíî. Òàê êàê: hju0 = h
√

h(b + a) =öåëîå, u1 = h
√

c − a=öåëîå,
u2 = h

√
c − b =öåëîå (ñì. 1′), 2′), 3′) â (20), ñîîòâåòñòâåííî) è îäíîâðåìåííî

åñòü: c
hju0

= c
h
√

h(b+a)
= v0 =öåëîå íå÷åòíîå, b

u1
= b

h
√

c−a
= v1 =öåëîå

íå÷åòíîå, a
u2

= a
h√c−b

= v2 =öåëîå íå÷åòíîå, (ñì. 7′), 8′), 9′) â (20), ñîîòâåò-
ñòâåííî), òî çàêëþ÷åíèå ãèï. 4 ïðè íàëè÷èè ïðî÷èõ åå ïîñûëîê îäíîçíà÷íî
óòâåðæäàåò, ÷òî u0, âîïðåêè íàøåìó ðàññìîòðåíèþ, îáÿçàíî áûòü íå÷åòíûì.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåñîâìåñòíîñòü ðàâåíñòâ 1′), 2′), 3′), 7′), 8′), 9′) â
(20) ïðè ÷åòíîì u0.

Ïîäûòîæèì ïðîäåëàííîå. Ñïåðâà, èç äîïóùåíèÿ î ëîæíîñòè Îñíîâíîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðè óñëîâèÿõ ïï. 8, áûëî âûâåäåíî ñóùåñòâîâàíèå ïàð öåëûõ
÷èñåë (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2), ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî
9 ðàâåíñòâ â (20). Çàòåì, ïðèâåäåíèåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷åòêî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè óñëîâèÿõ ïï. 8 âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (u0, v0),
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(u1, v1), (u2, v2), óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû 6-òè ðàâåíñòâàì èç (20). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åíî äâà âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óìîçàêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîñûëàíèåì
íà ýòîò ôàêò, êîíñòàòèðóåì: ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Ó÷èòûâàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) â óñë. ïï. 8,
çàêëþ÷àåì:Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïï. 8− êîíåö
ãèïîòåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ÎÓ äëÿ ïîäïóíêòà 8.

Òðåòüÿ ãëàâà çàâåðøåíà. Òàêèì îáðàçîì, çàÿâëåííûå öåëè äîñòèãíóòû.

Âûâ î äû: Â äàííîé ñòàòüå äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê
øòóðìó ÂÒ ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè. Íîâèçíà âèäíà ïðè òàêîì ñðàâíåíèè:
ïðèëîæèâøèåñÿ ê ÂÒ ïðåäøåñòâåííèêè, íà÷èíàÿ ñ Ýéëåðà (Óàéëñ íå â
ñ÷åò), íàïðàâëÿëè ñâîè óñèëèÿ íà ïîèñêè óäîáíûõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ
âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëà z, à çàòåì ïîä ýòè ôîðìû íàõîäèëè äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ïîçâîëèâøèå äîêàçàòü ÂÒ äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà ïîêàçàòåëåé.
Çäåñü óïîð ñäåëàí íà ðàç÷ëåíåíèå óñëîâèÿ ÂÒ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè
A è B, à ïîñðåäñòâîì ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ z
íà ôîðìóëàõ Àáåëÿ ïîêàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü 7-ìè (êîñâåííî) ðàâåíñòâ
1′), 2′), 3′), 4′), 7′), 8′), 9′) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ÷àñòè A (çäåñü ïîëåçíî
ó÷èòûâàòü ÷èñëîâûå ïðèìåðû ê ãèï. 1-4) è íåñîâìåñòíîñòü 6-òè ðàâåíñòâ
1′), 2′), 3′), 7′), 8′), 9′) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ÷àñòè B.

Âòîðîé âûâîä íàïðàøèâàåòñÿ ñàì ñîáîþ: çàòðîíóòûé àñïåêò ïðåäìåòà
ðàññìîòðåíèÿ åù�å ñîõðàíÿåò àêòóàëüíîñòü; äëÿ äîêàçàòåëüíîé ñèëû ðåçóëü-
òàòîâ ãëàâû III íå äîñòàåò ëèøü äîêàçàòåëüñòâ ãèïîòåç 1 - 4 (è â ñêîáêàõ
äîïîëíèì: åñòü óâåðåííîñòü, ÷òî ñðåäè ÷èòàòåëåé îáúÿâèòñÿ òîò, êòî â ðåøå-
íèÿõ âñåõ ãèïîòåç ïîñòàâèò ïîñëåäíþþæèðíóþ òî÷êó). Îáðàòèòå âíèìàíèå!
Àíîíñèðîâàí íîâûé òåêóùèé ðåçóëüòàò îò 12 ôåâðàëÿ 2013 ãîäà (ñì. õðîíî-
ëîãèþ ðåçóëüòàòîâ íèæå). Âíîâü îáðàòèòå âíèìàíèå! Ýòîò íîâûé òåêóùèé
ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí çäåñü öåëèêîì (ñì. ñðàçó ìåæäó õðîíîëîãèåé ðåçóëü-
òàòîâ è Äîïîëíåíèÿìè).

Áåç âñÿêèõ ñêîáîê äîáàâèì: àâòîð ñìîã áû ñîâåðøèòü ýêñêóðñ â äîêóììå-
ðîâó ýïîõó â èñòîðèè Âåëèêîé òåîðåìû è óêàçàòü ïîçèöèþ, â êîòîðîé Íèëüñ
Àáåëü ïî äîñàäíîìó íåäîñìîòðó ïðîïóñòèë çàìå÷àòåëüíóþ èäåþ, ÷òî ïðèâå-
ëà áû åãî, ïî ìåíüøåé ìåðå, ê àíàëîãè÷íîìó ðåøåíèþ, à ïî áîëüøîìó ñ÷åòó,
âîçìîæíî, ê ïîëíîìó ðåøåíèþ Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà. Î÷åíü âåðèòñÿ, ÷òî
äëÿ èñòîðèêîâ ìàòåìàòèêè ñìûñë ýòîãî ïîäòåêñòà êîãäà-òî òàêæå ñòàíåò
ïðèâëåêàòåëüíûì.

Çà ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó áëàãîäàðþ Å. Í. Öèìáàëåíêî. Îñîáåííî ÿ
ïðèçíàòåëåí ñîòðóäíèêàì ôèëèàëà Ñîõíóò- Óêðàèíà â ãîðîäå Õàðüêîâå è
îáëàñòè Àëåêñàíäðó Êðèâîíîñîâó, Èðèíå Æåëåçíÿêîâîé, Àðòåìó Êîáçàíó
çà áåñêîðûñòíóþ òåõíè÷åñêóþ ïîìîùü â îôîðìëåíèè ýòîé ñòàòüè. Àðñåíàë
áëàãîäàðñòâåííûõ ñëîâ àäðåñóþ ãåíäèðåêòîðó îçäîðîâèòåëüíîé áàçû ”Ýëàò“
Ëåîíèäó ×óìà÷åíêî, èáî ýòà ñòàòüÿ âîâñå áû íå ïîÿâèëàñü áåç åãî ëþáåçíîãî
ïðèãëàøåíèÿ íà áàçó è ñîçäàíèå õîðîøèõ óñëîâèé äëÿ ðàáîòû íàä ñòàòüåé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
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�àâãóñò 1984 ã. − 28 äåêàáðÿ 1989 ã.: íàêîïëåíèå îãðîìíîãî ýìïèðè÷åñêîãî
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äëÿ ïåðâîé ÷àñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëàáîé âåðñèè ïðîòîòèïà.
�ñåíòÿáðü 2003 ã.− 23 íîÿáðÿ 2003 ã.: äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîé âåðñèè ïåðâîãî
ïðîòîòèïà (îíà çäåñü; ñì. Äîïîëíåíèå ê I.6).
�íîÿáðü 2003 ã. − ìàðò 2004 ã.: íàïèñàíèå ïîëíîãî òåêñòà ðåøåíèÿ ÂÒ äëÿ
ïåðâîé ÷àñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèëüíîé âåðñèè ïðîòîòèïà.
�12 ôåâðàëÿ 2010 ã. − 29 ìàðòà 2010 ã.: íàïèñàíèå ïîëíûõ òåêñòîâ ãèïîòåòè-
÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ 3-õ èç 4-õ ñëó÷àåâ âòîðîé ÷àñòè ÂÒ.
�ñåíòÿáðü − 4 îêòÿáðÿ 2010 ã.: äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ
ãèïîòåòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ âòîðîé ÷àñòè ÂÒ.
�5 îêòÿáðÿ − 18 îêòÿáðÿ 2010 ã.: íàïèñàíèå ïîëíîãî òåêñòà ãèïîòåòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ âòîðîé ÷àñòè ÂÒ.
�19 îêòÿáðÿ 2010 ã. − 25 èþíÿ 2011 ã.: äîêàçàíî óòâåðæäåíèå b) ãèï. 1.
�26 èþíÿ 2011 ã. − 12 ôåâðàëÿ 2013 ã.: äîêàçàíî óòâåðæäåíèå a) ãèï. 1. Òåì
ñàìûì, ïîëíîñòüþ áåç êàâû÷åê äîêàçàí Ñëó÷àé I Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà
ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïîëíûé òåêñò äîêàçàòåëüñòâà
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Âñòàâêà îò 23 äåêàáðÿ 2013 ã.
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Îòñûëàåìîå çàãëàâèåì óòâåðæäåíèå− ýòî ãèïîòåçà 1 â I.8 ãë. I [1] è äîêàæåì
åãî ïîñëå ÷åòûðåõ ëåìì. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë íåçàâèñèìà
Ëåììà 4. Äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ïðîñòîãî p > 3 è m > 1 ñóùåñòâóåò
1
2 (4m − 2)p òðîåê (a1, a2, a3), ñîñòîÿùèõ èç öåëûõ a1, a2, a3 ñ ÷åòíûì a3

è ðàçíûìè íå÷åòíûìè a1, a2, a2 + a1 > a3, a3 > a1 > p, a3 > a2 > p, ÷òî
p
√

a3 − a2, p
√

a3 − a1, p
√

a2 + a1 öåëûå;
a3

p
√

a2+a1
íå÷åòíîå öåëîå;

(4m − 2)p = p
√

a3 − a1 + p
√

a3 − a2;
ïðè÷åì, ëþáîé ïàêåò èç 1

2 (4m−2)p òðîåê, ñôîðìèðîâàííûé çàäàííûìè m è
p, ñîäåðæèò, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà êîìïëåêòà (a1, a2, a3), îòëè÷àþùèõñÿ
ëèøü ïåðåñòàâëåííûìè íå÷åòíûìè ÷èñëàìè, ÷òî òàêæå âûïîëíåíî:

a2
p
√

a3−a1
, a1

p
√

a3−a2
íå÷åòíûå öåëûå.

Äîê-âî ðàçáèòî íà øàãè è âíóòðè èõ m, p ïîëàãàåì ôèêñèðîâàííûìè.
Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â
î : Íóæíûå íàì ïàêåòû òðîåê (a1, a2, a3) ìîæíî,

íàïðèìåð, ñãåíåðèðîâàòü òàêèìè ôîðìóëàìè:

a3 = dp
3+dp

2+(2s−1)p

2 , a2 = dp
3+dp

2−(2s−1)p

2 , a1 = dp
3−dp

2+(2s−1)p

2 ,

ãäå d3 = ((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

4m−2 , d2 = (4m − 2)p − (2s − 1), s = 1, 2, 3, ...
Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî p

√
a2 + a1 öåëîå ÷åòíîå ïðè s > 1. Âîò ÷åòíîå

ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ: T1T2 = ((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

((4m−2)p−(2s−1))+(2s−1) × (4m − 2)p−1.

Èíà÷å, T1 × ((4m−2)p−(2s−1))+(2s−1)
4m−2 = ((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

4m−2 = p
√

a2 + a1.
Øàã 2. Äîêàæåì: a3

p
√

a2+a1
íå÷. öåëîå ïðè s > 1. Ïðè êàêîì-ëèáî öåëîì

M è ëþáîì s > 1 èñòèííî: 2p(p−2)(2M + 1) + (2m − 1) = öåëîå íå÷åòíîå.
Çíà÷èò, ïðè s > 1 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ M è ïîäàâíî åñòü: Íå÷. öåëîå.=

2p(p−2)(2M + 1) + (2m − 1) =
(2p−1)p−1

“
((2m−1)p−1)p−1×(2M1+1)

”
2 + 4m−2

2 =“
(4m−2)p−1× (4m−2)p×(2M2+1)

(4m−2)p

”p−1

2 + 4m−2
2 =

„
((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

4m−2

«p−1

+4m−2

2 = 
((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

4m−2

!p

+((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

2
((4m−2)p−(2s−1))p+(2s−1)p

4m−2

=
d

p
3+d

p
2+(2s−1)p

2
d3

= a3
p
√

a2+a1
.

Øàã 3. Äîêàæåì: a3 ÷åòíîå öåëîå ïðè s > 1. Óìíîæàåì ðåç-òû ø. 1 è 2.
Øàã 4. Äîê-ì: a2 ö. íå÷. ïðè s > 1. Äà: a3 − a2 = (2s− 1)p è ó÷òåì ø. 3.
Øàã 5. Äîê-ì: a1 ö. íå÷., s > 1. Èìååì: a3 − a1 = ((4m − 2)p − (2s − 1))p

è ó÷òåì ø. 3.
Øàã 6. Äîê-ì: p

√
a3 − a1 ö. íå÷., s > 1. p

√
a3 − a1 = (4m − 2)p − (2s − 1).

Øàã 7. Äîêàæåì: p
√

a3 − a2 ö. íå÷. ïðè s > 1. Èìååì: p
√

a3 − a2 = 2s − 1.
Øàã 8. Äîê-ì: (4m − 2)p = p

√
a3 − a1 + p

√
a3 − a2, s > 1. Ñì. øàãè 6, 7.

Øàã 9. Äîêàæåì: a3 > a2 ïðè s > 1. Èìååì: a3 − a2 = (2s − 1)p > 0.
Øàã 10. Äîêàæåì, ÷òî a1 > a3 ïðè s > 1

2 (4m − 2)p
. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ,

èìååì: s > 1
2 (4m − 2)p + 1

2 , ÷òî äàñò: − ((4m − 2)p − (2s − 1)) > 0. Òîãäà
(− ((4m − 2)p − (2s − 1)))p

> 0. À p íå÷åòíî è: − ((4m − 2)p − (2s − 1))p
> 0,

ãäå ñëåâà ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ a3 èç a1.
Øàã 11. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s 6 1

2 (4m − 2)p
a1 6= a2.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî (4m − 2)p − (2s − 1) > 0. Äîïóñòèì a2 = a1 ïðîèçîøëî
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ïðè s, ðàâíîì öåëîìó s1. Èç
dp
3+dp

2−(2s1−1)p

2 = dp
3−dp

2+(2s1−1)p

2 ïîëó÷àåì:

((4m − 2)p − (2s1 − 1))p = (2s1 − 1)p
èëè 2p−2 (2m − 1)p + 1

2 = s1, íî ïî
äîïóùåíèþ s1 öåëîå. Èòàê: äîïóùåíèå − ëîæíî, èñõîäíîå − èñòèííî.

Øàã 12. Äîêàæåì, ÷òî ïðè s 6 1
2 (4m − 2)p

èìååò ìåñòî a3 > a1. Èñõîäÿ
èç óñëîâèÿ, èìååì: 1

2 (4m − 2)p + 1
2 > s, ÷òî ïðèâîäèò ê

(4m − 2)p − (2s − 1) > 0. (1)
Òîãäà ((4m − 2)p − (2s − 1))p

> 0, ãäå ñëåâà ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ a1 èç a3.
Øàã 13. Äîêàæåì, ÷òî ïðè s 6 1

2 (4m − 2)p
èìååò ìåñòî a1 > p. Ââîäèì

ïåðåìåííóþ v = ((4m − 2)p − (2s − 1))p +(2s − 1)p
. Îòäåëüíî äîêàæåì, ÷òî:

v > p è vp−1

(4m−2)p −1 > 2. (2)

Ïðè íàëîæåííûõ íà p, m, s îãðàíè÷åíèÿõ èñòèííû ñîîòíîøåíèÿ:
p < (4m − 2)p − (4m− 2) < (4m − 2)p 6 (4m − 2)p − (2s− 1) + (2s − 1)p 6 v.
Êðàéíåå ëåâîå − â ñèëó ì. ò. Ô. è â âèäó 4m− 2 6= 1, p 6= 2; êð. ïð. − â ñèëó
(1) è ÷òî (4m − 2)p − (2s− 1) = ((4m − 2)p − (2s − 1))p

ïðè s = 1
2 (4m − 2)p

;
âíóòðåííèå − î÷åâèäíû. Çíà÷èò, v > p èñòèííî.

Òàê êàê p íå÷åòíî, òî vp−1 åñòü ïðîèçâåäåíèå ((4m − 2)p)p−1
íà íåêîòîðîå

öåëîå V p−1 > 0, à çíà÷èò èç vp−1

(4m−2)p ìîæíî èçâëå÷ü îöåíêó, ñêàæåì, èç ýòèõ

vp−1

(4m−2)p = (2p)p−2 ((2m − 1)p)p−2
V p−1 > 22 > 3, áåð�åì ýòó: vp−1

(4m−2)p − 1 > 2.
Îáå ÷àñòè (2) äîêàçàíû. Ïåðåìíîæèì èõ, à çàòåì ñëîæèì ñ 2(2s − 1)p

> 0;

èòîã:
(

v
4m−2

)p

− v + 2 (2s − 1)p
> 2p, à ïî ñóòè a1 > p.

Øàã 14. Äîêàæåì, ÷òî ïðè s 6 1
2 (4m − 2)p èìååò ìåñòî a2 > p. Íà äâóõ

ïðåäûäóùèõ øàãàõ âûâåëè:
(

v
4m−2

)p

−v > 2p è ((4m−2)p− (2s−1))p > 0.

Â òàêîì ñëó÷àå
(

v
4m−2

)p

− v + 2((4m− 2)p − (2s− 1))p > 2p, ïî ñóòè a2 > p.

Øàã 15. Äîêàæåì: a2 + a1 > a3 ïðè s 6 1
2 (4m − 2)p. Ñëåäñòâèå èç (2):

vp−1

(4m−2)p > 1. Èëè: 1 < vp−1

(4m−2)p =
vp

(4m−2)p

v = a2+a1
(a3−a1)+(a3−a2)

, ÷òî äà�åò íóæíîå.

Øàã 16. Äîêàæåì: a1
p
√

a3−a2
ö. íå÷. ïðè s = 1. Ïî ø. 5 a1 íå÷., ïî ø. 7

p
√

a3 − a2 íå÷. è ðàâíî 1 ïðè s = 1. Çíà÷èò, a1
p
√

a3−a2
= a1

1 = a1 ö. íå÷åòíîå.

Øàã 17. Äîêàæåì, ÷òî a2
p
√

a3−a1
öåëîå íå÷åòíîå ïðè s = 1. Èìååì:

a3 − a1 = 2a2 − ((a2 + a1) − (a3 − a2)). (3)
Òàê êàê U = p

√
a3 − a1 öåëîå, êðîìå ýòîãî, U > 7 (ñì. ø. 4, 6), à çíà÷èò,

U íå äåëèòåëü 2, òî (3) íåèçáåæíî ïîâëå÷åò íóæíûé ðåçóëüòàò, åñëè (a2 +
a1) − (a3 − a2) cóìååì ïîäàòü ïðîèçâåäåíèåì U íà íåêîòîðîå öåëîå F .

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû øàãîâ 6 è 7, ïðè s = 1 ðàçäåëüíî ïîëó÷àåì:
p
√

a3 − a1 = (4m − 2)p − 1;

(a2 + a1)− (a3 − a2) =
(

((4m−2)p−1)p+1
4m−2

)p

− 1 = (((4m−2)p−1)p+1)p−(4m−2)p

(4m−2)p . (4)

Ââèäó öåëîñòíîñòè ñðåäíåé ÷àñòè (4), ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâîé ïðàâîé ÷àñòè
(4), äà â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ (4m − 2)p − 1,
(4m − 2)p

, ïîäàëüøàÿ ðàáîòà ñâîäèòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ ëèøü ÷èñëèòåëÿ èç
ïðàâîé ÷àñòè (4) äâóìÿ öåëûìè ñîìíîæèòåëÿìè, îäèí èç êîèõ (4m − 2)p−1.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ, äàëåå èìååì:
(((4m − 2)p − 1)p + 1)p − (4m − 2)p =
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((((4m − 2)p − 1)p + 1) − 1) × (((4m−2)p−1)p+1)p−1
(((4m−2)p−1)p+1)−1 − ((4m − 2)p − 1) =

((4m − 2)p − 1) × (((4m − 2)p − 1)p−1 × (((4m−2)p−1)p+1)p−1
(((4m−2)p−1)p+1)−1 − 1). (5)

Ïàìÿòóÿ î ñõåìå ïðèâÿçêè (5) ê (4), ñàìîìó (4) íàäàäèì âèä: (a2 +

a1) − (a3 − a2) = p
√

a3 − a1 ×
(((4m−2)p−1)p+1)p−1

(4m−2)p−1 −1

(4m−2)p , ãäå ïî âûâåäåíèþ 2-îé

ñîìíîæèòåëü ÷èñëî öåëîå. Ïî íà÷àëüíîìó ñóæäåíèþ (3) è äà�åò íóæíîå.
Øàã 18. Äîê-ì: a

′

3 = a
′′

3 , a
′

2 = a
′′

1 , a
′

1 = a
′′

2 , ãäå(a
′

1, a
′

2, a
′

3), (a
′′

1 , a
′′

2 , a
′′

3 )
ñãåíåðèðîâàíû ïðè s = 1, s = 1

2 (4m − 2)p, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîïàðíî èìååì:

a
′

3 =

„
((4m−2)p−1)p+1

4m−2

«p

+((4m−2)p−1)p+1

2 , a
′′

3 =

„
1+((4m−2)p−1)p

4m−2

«p

+1+((4m−2)p−1)p

2 ;

a
′

2 =

„
((4m−2)p−1)p+1

4m−2

«p

+((4m−2)p−1)p−1

2 , a
′′

1 =

„
1+((4m−2)p−1)p

4m−2

«p

−1+((4m−2)p−1)p

2 ;

a
′

1 =

„
((4m−2)p−1)p+1

4m−2

«p

−((4m−2)p−1)p+1

2 , a
′′

2 =

„
1+((4m−2)p−1)p

4m−2

«p

+1−((4m−2)p−1)p

2 .
Øàã 19. Äîê-ì: a2

p
√

a3−a1
ö. íå÷. ïðè s = 1

2 (4m − 2)p
. Ñì. øàãè 18, 16.

Øàã 20. Äîêàæåì, ÷òî a1
p
√

a3−a2
ö. íå÷. ïðè s = 1

2 (4m − 2)p
. Øàãè 18, 17

äàþò íóæíîå. Ïî ðåçóëüòàòàì âñåõ øàãîâ: ëåììà 4 èñòèííà. �
Ëåììà 5. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p âèäà 4n − 1 ñóùåñòâóþò òðîéêè

(a1, a2, a3), îò öåëûõ m > 1 çàâèñÿùèå è ñîñòîÿùèå èç öåëûõ ÷èñåë ñ
÷åòíûì a1 è íå÷åòíûìè a2, a3, a1 + a2 > a3, a3 > a2 > a1 > p, ÷òî

p
√

a3 − a2, p
√

a3 − a1, p
√

a2 + a1 öåëûå;
a3

p
√

a2+a1
, a2

p
√

a3−a1
, a1

p
√

a3−a2
íå÷åòíûå öåëûå;

(a3 − a1) + (a3 − a2) = p
√

a2 + a1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â
î : Íóæíûå íàì òðîéêè (a1, a2, a3) ìîæíî, â ÷àñòíîñòè,

ñãåíåðèðîâàòü òàêèìè ôîðìóëàìè:

a1 = dp
3−dp

2+dp
1

2 , a2 = dp
3+dp

2−dp
1

2 , a3 = dp
3+dp

2+dp
1

2 ,

ãäå d1 = 4m, d2 = (4m)p+1
4m+1 , d3 =

(
(4m)p+1
4m+1

)p

+ (4m)p.

Øàã 1. Äîê-ì: p
√

a2 + a1 íå÷. öåëîå. Äà: p
√

a2 + a1 =
(

(4m)p+1
4m+1

)p

+ (4m)p.

Øàã 2. Äîê-ì: a3
p
√

a2+a1
ö. íå÷åò. Ó íå÷åòíûõ >1 â ÷åòíîé ñòåïåíè âèä

8k +1, ïîýòîìó a3
p
√

a2+a1
=
(((

(4m)p+1
4m+1

)p

+ (4m)p
)4n−2

+ 1
)

/2 = íå÷. öåëîå.

Øàã 3. Äîêàæåì: a3 íå÷åòíîå öåëîå. Óìíîæàåì ðåç-òû øàãîâ 1 è 2.
Øàã 4. Äîêàæåì: a2 ö. íå÷åò. Èìååì a3 −a2 = (4m)p. Ø. 3 äàñò íóæíîå.

Øàã 5. Äîê-ì: a1 ö. ÷åò. Òàê: a3 − a1 =
(

(4m)p+1
4m+1

)p

è ø. 3 äàñò íóæíîå.

Øàã 6. Äîêàæåì: p
√

a3 − a1 ö. íå÷åòíîå. Èìååì: p
√

a3 − a1 = d2 = (4m)p+1
4m+1 .

Øàã 7. Äîêàæåì: p
√

a3 − a2 ö. ÷åòíîå. Èìååì: p
√

a3 − a2 = d1 = 4m.
Øàã 8. Äîêàæåì: a3 > a2. Èìååì: a3 − a2 = (4m)p > 0.
Øàã 9. Äîê-ì, ÷òî (a3−a1)+(a3−a2) = p

√
a2 + a1. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè

ðàâíû îäíîìó è òîìó æå:
(

(4m)p+1
4m+1

)p

+ (4m)p.

Øàã 10. Äîêàæåì, ÷òî åñòü a2 > a1. Èññëåäóåìîå a2 − a1 > 0 ïîäàäèì

òàê
(

(4m)p+1
4m+1

)p

− (4m)p > 0. Âåðíîñòü ïîñëåäíåãî î÷åâèäíà.
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Øàã 11. Äîêàæåì, ÷òî a1 > p. Ñïåðâà äîêàæåì, ÷òî:
d3 > p è dp−1

3 − 1 > 2. (6)
Â ñèëó ì. ò. Ô. èìååì: p < (4m)p − 4m < (4m)p < d3, ÷òî âëå÷åò âåðíîñòü
äâóõ ÷àñòåé (6). Ïåðåìíîæèì èõ, à çàòåì ñëîæèì ñ 2(4m)p > 0; â èòîãå
ïîëó÷èì dp

3 − d3 + 2(4m)p > 2p, à ïî ñóòè a1 > p.
Øàã 12. Äîêàæåì: a2 +a1 > a3. Ñëåäñòâèå èç (6): d

p−1
3 > 1. Ïðåîáðàçóåì

åãî: 1 < dp−1
3 = dp

3
dp
2+dp

1
= a2+a1

(a3−a1)+(a3−a2)
. Ýòî äàñò íóæíîå.

Øàã 13. Äîêàæåì, ÷òî a2
p
√

a3−a1
íå÷åòíîå öåëîå. Äåëÿùååñÿ áåç îñòàòêà íà

d2 öåëîå
dp
3−dp

1
d3−d1

(âåðíî, òàê êàê îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ÷èñëà ((4m)p)p−(4m)p

èìååò âèä (4m)p +1) óìíîæèì íà d3 −d1; èòîã: K1 = dp
3 −dp

1. Ê K1 äîáàâèì
dp
2; èòîã: dp

3 + dp
2 − dp

1. Èòàê, 2a2/d2 öåëîå. À òàê êàê a2 öåëîå íå÷åòíîå (ñì.
ø. 4), òî a2

p
√

a3−a1
öåëîå è â ñèëó ø. 6 îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íå÷åòíî.

Øàã 14. Äîê-ì: a1
p
√

a3−a2
íå÷. öåëîå. Äåëÿùååñÿ íà 4m è íå äåëÿùååñÿ íà

8m ÷èñëî d2 − 1 ìíîæèì íà òî íå÷åòíîå, ÷òî äàñò d2n−1
2 − 1. Ýòî ìíîæèì

íà d2(d2n−1
2 + 1) (íà 2 ýòî äåëèòñÿ, íà 4 − íåò); èòîã: N1 = dp

2 − d2. N1

óâåëè÷èì íà (4m)p; èòîã: N2 = d3−d2. N2 ìíîæèì íà òî íå÷åòíîå, ÷òî äàñò
N3 = dp

3 − dp
2. Ê N3 äîáàâèì (4m)p; èòîã: dp

3 − dp
2 + dp

1. Èòàê,
2a1
16m íåöåëîå, à

2a1
8m öåëîå. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ø. 5, a1

p
√

a3−a2
íå÷. öåëîå. Ïî ðåçóëüòàòàì âñåõ

øàãîâ: ëåììà 5 èñòèííà. �
Ëåììà 6. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p âèäà 4n+1 ñ íå÷åòíûì n ñóùåñòâó-

þò òðîéêè (a1, a2, a3), îò öåëîãî m > 1 çàâèñÿùèå è ñîñòîÿùèå èç öåëûõ
a1, a2, a3 ñ ÷åòíûì a2 è íå÷åòíûìè a1, a3, a2 + a1 > a3, a3 > a2 > a1 > p,
÷òî

p
√

a3 − a2, p
√

a3 − a1, p
√

a2 + a1 öåëûå;
a3

p
√

a2+a1
, a2

p
√

a3−a1
, a1

p
√

a3−a2
íå÷åòíûå öåëûå;

(a3 − a1) + (a3 − a2) = p
√

a2 + a1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â
î : Íóæíûå íàì òðîéêè (a1, a2, a3) ìîæíî, â ÷àñòíîñòè,

ñãåíåðèðîâàòü òàêèìè ôîðìóëàìè:

a1 = dp
3−dp

2+dp
1

2 , a2 = dp
3+dp

2−dp
1

2 , a3 = dp
3+dp

2+dp
1

2 ,
ãäå d1 = 4m−1, d2 = 4m((4m−1)2+1), d3 = (4m((4m−1)2+1))p +(4m−1)p.

Øàã 1. Äîê-ì: p
√

a2 + a1 ö. íå÷. p
√

a2 + a1 = (4m((4m−1)2+1))p+(4m−1)p.
Øàã 2. Äîê-ì: a3

p
√

a2+a1
íå÷. ö. Ó ÷åòíîé ñòåïåíè íå÷åòíûõ >1 âèä 8k +1,

çíà÷èò a3
p
√

a2+a1
= (((4m((4m − 1)2 + 1))p + (4m − 1)p)4n + 1)/2 ö. íå÷åòíîå.

Øàã 3. Äîêàæåì: a3 íå÷åòíîå öåëîå. Óìíîæàåì ðåç-òû øàãîâ 1 è 2.
Øàã 4. Äîêàæåì: a2 ö. ÷åò. Èìååì a3−a2 = (4m−1)p. Ø. 3 äàñò íóæíîå.
Øàã 5. Äîê-ì: a1 ö. íå÷. Åñòü a3 − a1 = (4m((4m − 1)2 + 1))p. Ñì. ø. 3.
Øàã 6. Äîê-ì: p

√
a3 − a1 ÷åòí. öåëîå. p

√
a3 − a1 = d2 = 4m((4m− 1)2 +1).

Øàã 7. Äîêàæåì: p
√

a3 − a2 ö. íå÷åòíîå. Èìååì: p
√

a3 − a2 = d1 = 4m− 1.
Øàã 8. Äîêàæåì: (a3 − a1)+ (a3 − a2) = p

√
a2 + a1. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè

ðàâíû îäíîìó è òîìó æå: (4m((4m − 1)2 + 1))p + (4m − 1)p.
Øàã 9. Äîêàæåì: a3 > a2. Èìååì: a3 − a2 = (4m − 1)p > 0.
Øàã 10. Äîêàæåì, ÷òî åñòü a2 > a1. Èññëåäóåìîå a2 − a1 > 0 ïîäàäèì

òàê (4m((4m − 1)2 + 1))p − (4m − 1)p > 0. Åãî âåðíîñòü âëå÷åòñÿ öåïüþ:
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(4m − 1)p < ((4m − 1)p)2 = ((4m − 1)2)p < (4m((4m − 1)2 + 1))p.
Øàã 11. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî a1 > p. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî:

d3 > p è dp−1
3 − 1 > 2. (7)

Â ñèëó ì. ò. Ô. èìååì: p < (4m−1)p−(4m−1) < (4m(4m−1)p)2 < (4m((4m−
1)2+1))p < d3, ÷òî âëå÷åò âåðíîñòü äâóõ ÷àñòåé (7). Ïåðåìíîæèì èõ, à çàòåì
ñëîæèì ñ 2(4m − 1)p > 0; èòîã: dp

3 − d3 + 2(4m − 1)p > 2p, à ïî ñóòè a1 > p.
Øàã 12. Äîêàæåì: a2 + a1 > a3. Ñëåäñòâèå èç (7): dp−1

3 > 1. Ðàñïèøåì:

1 < dp−1
3 = ((4m((4m−1)2+1))p

+(4m−1)p)p

(4m((4m−1)2+1))p+(4m−1)p = a2+a1
(a3−a1)+(a3−a2)

. Ýòî äàñò íóæíîå.

Øàã 13. Äîê-ì: a1
p
√

a3−a2
íå÷. öåëîå. Äåëÿùååñÿ áåç îñòàòêà íà d1 ÷èñëî

d2 − 1 óìíîæèì íà òî, ÷òî äàñò K1 = dp
2 − d2. Ê K1 ïðèáàâèì dp

1; èòîã:
K2 = d3 − d2. K2 äîìíîæàåì íà òî, ÷òî äàñò K3 = dp

3 − dp
2. Ê K3 äîáàâèì

dp
1; èòîã: dp

3 − dp
2 + dp

1. Èòàê,
2a1

4m−1 öåëîå. À òàê êàê a1 öåëîå íå÷åòíîå (ñì.
ø. 5), òî a1

p
√

a3−a2
öåëîå è â ñèëó øàãà 7 òàêæå è íå÷åòíî.

Øàã 14 (âñïîìîãàò. ê ø. 15). Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå: Q
G = (4m−1)4n−1

8m((4m−1)2+1)

öåëîå íå÷åòíîå ïðè íå÷åòíîì n. Ïîäàâ 4n ôîðìîé 4(2s − 1), ðàññìîòðèì

÷èñëà: D1 = (4m − 1)2 − 1, D2 = (4m − 1)2 + 1, D3 = ((4m−1)2)2s−1−1

(4m−1)2−1 ,

D4 = ((4m−1)2s−1)2
+1

(4m−1)2+1 = ((4m−1)2)2s−1
+1

(4m−1)2+1 . ßñíî, ÷òî: a) G = D1D2/(2m − 1);
b) D4 íå÷. öåëîå (ó íå÷åòíûõ >1 â ÷åòíîé ñòåïåíè âèä 8k + 1); c) D3 íå÷.
öåëîå (ðàñïèñàâ D3 ìíîãî÷ëåíîì, óâèäåì, ÷òî êàæäûé èç 2s− 1 åãî ÷ëåíîâ
íå÷åòåí, ÷òî â ñóììå äàñò òàêîå æå); d) Q = D1D2D3D4. Èç a)−d) ñëåäóåò
Q
G = (2m − 1)D3D4, ãäå ñïðàâà ïðîèçâåäåíèå òðåõ íå÷åòíûõ öåëûõ.

Øàã 15. Äîêàæåì: a2
p
√

a3−a1
öåë. íå÷. Äîêàçàííîå íà ø. 14 ïðåäëîæåíèå

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: N1 = dp
1 − d1 íà 2d2 äåëèòñÿ áåç îñòàòêà, à

íà 4d2 − ñ îñòàòêîì. Íàøå N1 óâåëè÷èì íà dp
2; ïîëó÷èì: N2 = d3 − d1. N2

óìíîæàåì íà òî íå÷åòíîå, ÷òî äàñò N3 = dp
3 − dp

1. Ê N3 äîáàâèì dp
2; èòîã:

dp
3 + dp

2 − dp
1. Èòàê,

2a2
4d2

íåöåëîå, à 2a2
2d2

öåëîå. Îòñþäà, ó÷òÿ ø. 6, a2
p
√

a3−a1
íå÷.

öåëîå. Ïî ðåç-ì âñåõ øàãîâ ëåììà 6 èñòèííà. �
Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p âèäà 8n+1 ñóùåñòâóåò, ïî ìåíüøåé

ìåðå, îäíà òðîéêà (a1, a2, a3), ñîñòîÿùàÿ èç öåëûõ a1, a2, a3 ñ ÷åòíûì a2

è íå÷åòíûìè a1, a3, a2 + a1 > a3, a3 > a2 > a1 > p, ÷òî
p
√

a3 − a2, p
√

a3 − a1, p
√

a2 + a1 öåëûå;
a3

p
√

a2+a1
, a2

p
√

a3−a1
, a1

p
√

a3−a2
íå÷åòíûå öåëûå;

(a3 − a1) + (a3 − a2) = p
√

a2 + a1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â
î : Íóæíûå íàì òðîéêè (a1, a2, a3) äàþò, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

a1 = dp
3−dp

2+dp
1

2 , a2 = dp
3+dp

2−dp
1

2 , a3 = dp
3+dp

2+dp
1

2 ,

ãäå d1 = 4m2+1, d2 = 2λ+1m2, d3 =
(
2λ+1m2

)p+(4m2+1)p, λ − íàèáîëüøèé
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè 2 â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè p − 1.
Øàã 1. Äîê-ì: p

√
a2 + a1 íå÷. öåëîå. p

√
a2 + a1 =

(
2λ+1m2

)p + (4m2 + 1)p.
Øàã 2. Äîê-ì: a3

p
√

a2+a1
íå÷. ö. Ó ÷åòíîé ñòåïåíè íå÷åòíûõ >1 âèä 8k +1,

çíà÷èò a3
p
√

a2+a1
= (
((

2λ+1m2
)p +

(
4m2 + 1

)p)p−1
+ 1)/2 öåëîå íå÷åòíîå.

Øàã 3. Äîêàæåì: a3 íå÷åòíîå öåëîå. Óìíîæàåì ðåç-òû øàãîâ 1 è 2.
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Øàã 4. Äîêàæåì: a2 ö. ÷åò. Èìååì a3−a2 = (4m2+1)p. Ø. 3 äàñò íóæíîå.
Øàã 5. Äîê-ì: a1 íå÷. öåëîå. Åñòü a3−a1 =

(
2λ+1m2

)p
. Ø. 3 äàñò íóæíîå.

Øàã 6. Äîê-ì: p
√

a3 − a1 ÷åò. öåëîå. Èìååì: p
√

a3 − a1 = d2 = 2λ+1m2.
Øàã 7. Äîêàæåì: p

√
a3 − a2 ö. íå÷åòíîå. Èìååì: p

√
a3 − a2 = d1 = 4m2+1.

Øàã 8. Äîêàæåì: (a3 − a1)+ (a3 − a2) = p
√

a2 + a1. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ðàâíû îäíîìó è òîìó æå:

(
2λ+1m2

)p + (4m2 + 1)p.
Øàã 9. Äîêàæåì: a3 > a2. Èìååì: a3 − a2 = (4m2 + 1)p > 0.
Øàã 10. Äîêàæåì, ÷òî åñòü a2 > a1. Èññëåäóåìîå a2 − a1 > 0 ïîäàäèì

òàê:
(
2λ+1m2

)p−(4m2+1)p > 0, ÷òî âåðíî, êîëü ëîæíî 4 > 2λ+1 (ñì. âûøå).
Øàã 11. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî a1 > p. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî:

d3 > p è dp−1
3 − 1 > 2. (8)

Â ñèëó ì. ò. Ô. èìååì: p < (4m+1)p − (4m+1) < (4m+1)p < d3, ÷òî âëå÷åò
âåðíîñòü äâóõ ÷àñòåé (8). Ïåðåìíîæèì èõ è çàòåì ñëîæèì ñ 2(4m2+1)p > 0;
èòîã: dp

3 − d3 + 2(4m2 + 1)p > 2p, à ïî ñóòè a1 > p.
Øàã 12. Äîêàæåì: a2 + a1 > a3. Ñëåäñòâèå èç (8): dp−1

3 > 1. Ðàñïèøåì:

1 < dp−1
3 =

((2λ+1m2)p
+(4m2+1)p)p

(2λ+1m2)p+(4m2+1)p = a2+a1
(a3−a1)+(a3−a2)

. Ýòî äàñò íóæíîå.

Øàã 13 (âñïîìîãàò. ê øàãó 14). Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå:
(4m2+1)8n−1

2λ+2m2 öåëîå

íå÷åòíîå. Çàìåíÿÿ 8n (íàøå p − 1) ïîëíîé ôîðìîé 2λ(2s − 1), èìååì:(
4m2 + 1

)2λ(2s−1) − 1 =
(
4m2

)2λ(2s−1) + 2λ(2s − 1)
(
4m2

)2λ(2s−1)−1 + . . . +
2λ+2m2×2m2(2s−1)+2λ+2m2(2s−1) = 2λ+2m2(W +(2s−1)), ãäå ìíîãî÷ëåí
W , î÷åâèäíî, äåëèòñÿ íà 2. Èç ýòîé çàïèñè êàê ðàç è âûòåêàåò íóæíîå.

Øàã 14. Äîêàæåì: a2
p
√

a3−a1
öåë. íå÷. Äîêàçàííîå íà ø. 13 ïðåäëîæåíèå

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: N1 =
(
4m2 + 1

)p − (4m2 + 1) íà 4d2 äåëèòñÿ
ñ îñòàòêîì, íà 2d2 − áåç îñòàòêà. Íàøå N1 óâåëè÷èì íà dp

2; ïîëó÷èì:
N2 = d3 − d1. N2 óìíîæàåì íà òî íå÷åòíîå, ÷òî äàñò N3 = dp

3 − dp
1. Ê N3

äîáàâèì dp
2; èòîã: dp

3 + dp
2 − dp

1. Èòàê,
2a2
4d2

íåöåëîå, à 2a2
2d2

öåëîå. À ïîñêîëüêó
a2
2d2

íåöåëîå, òî öåëîå a2
d2

íå÷åòíî. Ñ ó÷åòîì ø. 6, a2
p
√

a3−a1
íå÷. öåëîå.

Øàã 15 (âñïîìîãàò. ê øàãó 16). Äîêàæåì: ïðè m = 1 äëÿ âñåõ n > 1

÷èñëî
(2λ+1m2)8n−1

4m2+1 öåëîå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 28n(λ+1)−1
5 öåëîå

äëÿ âñåõ n > 1. ßñíî, ÷òî ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ïðè êàæäîì n ÷èñëî 28n(λ+1) îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6 (òåðìèí 'òîëüêî'
óïîòðåáëåí ê ìåñòó, òàê êàê çàäàííûìè óñëîâèÿìè èñêëþ÷åí ñëó÷àé 20 = 1).
Óòâåðæäåíèÿ òðåõ êóðñèâîâ èñòèííû, òàê êàê íåçàâèñèìî îò âûáîðà n > 1
ó 256n(λ+1), ðàâíîãî 28n(λ+1), â ìëàäøåì ðàçðÿäå, î÷åâèäíî, öèôðà 6.

Øàã 16. Äîê-ì: a1
p
√

a3−a2
öåë. íå÷åòíîå ïðè m = 1. Äîêàçàííîå íà ø.

15 ïðåäëîæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ïðè m = 1 ÷èñëî K1 =(
2λ+1m2

)p − 2λ+1m2 áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà d1 = 4m2 + 1. Íàøå K1

óâåëè÷èì íà dp
1; èòîã: K2 = d3 − d2. K2 äîìíîæàåì íà òî, ÷òî äàñò K3 =

dp
3−dp

2. Ê K3 äîáàâèì dp
1; èòîã: d

p
3−dp

2+dp
1. Èòàê,

2a1
4m2+1 öåëîå. Êîëü a1 öåëîå

íå÷åòíîå (ñì. ø. 5), à 2 è 4m2 + 1 âçàèìíî ïðîñòû, òî a1
p
√

a3−a2
öåëîå è ïî ø.

7 îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íå÷åòíî. Ïî ðåç-ì âñåõ øàãîâ ëåììà 7 èñòèííà. �
Ëåììû äîêàçàíû. Âî âñòàâëåííîì ôðàãìåíòå îñòàëîñü äîêàçàòü ïðåäëî-

æåíèå G1.
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Ïðåäëîæåíèå G1. Ïóñòü ñðåäè ðàçëè÷íûõ öåëûõ x, y, z ëèøü îäíî
÷åòíî, p ïðîñòîå > 3, p < x < z, p < y < z, z < y + x. Ïóñòü èçâåñòíî,
÷òî p

√
y + x, p

√
z − x, p

√
z − y öåëûå, à z

p
√

y+x
, y

p
√

z−x
, x

p
√

z−y
íå÷åòíûå öåëûå.

Òîãäà
a) p

√
y + x = (z − x) + (z − y), åñëè p

√
y + x íå÷åòíî;

b) p
√

y + x = (z−x)+(z−y)
p
√

p
√

z−x+ p
√

z−y
, åñëè p

√
y + x ÷åòíî.

Proof: Â C − C+B+A
2 = C+B+A

2 − B − A = C−B−A
2 (ñì. I.4 ãë. I; [1])

ïîëîæèì A = z − y, B = z − x, C = y + x è ïðèäàäèì íóæíûå ôîðìû:
p
√

y + x(( p
√

y + x)p−1 − z
p
√

y+x
) = p

√
y + x × z

p
√

y+x
− ((z − x) + (z − y)) =

= ( p
√

y+x)p−((z−x)+(z−y))

2 . (9)

Ëåâîå ðàâåíñòâî â (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî (z−x)+(z−y)
p
√

y+x
öåëîå. Îáîçíà÷èì åãî K

è ñäåëàåì ýòî K â (9) ÿâíûì; òàê èëè èíà÷å, â èòîãå ïîëó÷àåì:

( p
√

y + x)p−1 − z
p
√

y+x
= z

p
√

y+x
−K = ( p

√
y+x)p−1−K

2 . (10)

Ïóñòü p
√

y + x ÷åòíî. Ïîñêîëüêó p
√

y + x è z
p
√

y+x
ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî ïî

ëåâîé ÷àñòè (10) K ÷åòíî, ïî ïðàâîé − K èìååò, ê òîìó æå, âèä 2(2r − 1)
(ïðè K âèäà 4r ñïðàâà â (10) íåëåïîñòü: íå÷åòíîå = ÷åòíîå). Èòàê,

p
√

y + x = (z−x)+(z−y)
4r−2 , r = 1, 2, . . . (11)

Îñòàëîñü êîððåêòíî îòîáðàçèòü 4r−2 â (11) ÷èñëàìè x, y, z, p. Ïî ëåììå
4 äëÿ ëþáîé ïàðû (r, p) èìååòñÿ ìèíèìóì 1 òðîéêà (x, y, z), äëÿ êîòîðîé
íàðÿäó ñ òåì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ, åñòü
è 4r−2 = p

√
p
√

z − x + p
√

z − y (â ëåììå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ýòî åñòü äàæå åñëè
ëîæíû: y

p
√

z−x
=, x

p
√

z−y
=íå÷åòíîå öåëîå). Èòàê, (11) äà�åò ïåðâîå òðåáóåìîå.

Ïóñòü p
√

y + x íå÷åòíî. Ïîñêîëüêó p
√

y + x è z
p
√

y+x
íå÷åòíû, òî ïî ëåâîé

÷àñòè (10) K íå÷åòíî, ïî ïðàâîé − K èìååò, ê òîìó æå, âèä 4r − 3 (ïðè K
âèäà 4r − 1 ñïðàâà â (10) íåëåïîñòü: ÷åòíîå = íå÷åòíîå). Èòàê,

K = (z−x)+(z−y)
p
√

y+x
, ãäå K âèäà 4r−3. (12)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî K = 1. Ïî ëåììå 5 äëÿ ëþáîãî p âèäà 4n − 1, âî-
ïåðâûõ, è ïî ëåììå 6 äëÿ êàæäîãî p âèäà 4n + 1 ñ íå÷åòíûì n, âî-âòîðûõ,
ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìíîãî òðîåê (x, y, z), äëÿ êîòîðûõ íàðÿäó ñ òåì,
÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ, åñòü è K = 1.
Ïî ëåììå 7 äëÿ êàæäîãî p âèäà 8n + 1 ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà
òðîéêà (x, y, z), äëÿ êîòîðîé íàðÿäó ñ òåì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
óòâåðæäåíèÿ, åñòü è K = 1. Èòàê, (12) äà�åò âòîðîå òðåáóåìîå. �

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèäà�åò äîêàçàòåëüíóþ ñèëó ãèïîòåòè÷åñêîìó ðåøåíèþ
äëÿ ïîäïóíêòà 2 â ãë. III [1]. Çíà÷èò, ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè áåç êàâû÷åê
ïîëíîñòüþ äîêàçàí Ñëó÷àé I Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà (ñì. I.5 ãë. I; [1]).
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Äîïîëíåíèå ê I. 6.

Àâòîðñêîå äîê-âî ïðåäëîæåíèÿ 1 èç I. 6. áåç ïðèìåí. íåð-âà Áåðíóëëè
(çäåñü îíî ïîä íîìåðîì 9à).

Ïðåäëîæåíèå 1à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 èìååò ìåñòî
8nC2n

2n+1 > 3.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïóñòü n � öåëîå > 2. Èìååì:

8nC2n
2n+1 = 8n(2n + 1) > 8 > 3. �

Ïðåäëîæåíèå 2à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 èìååò ìåñòî
8n > 3C1

2n+1. (23)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïóñòü n � öåëîå > 2. Èìååì: 2n > 3.

Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì 6n, ïîëó÷èì èñêîìîå (23). �
Ïðåäëîæåíèå 3à. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n > 2 è 1 6 m < n èìååò

ìåñòî
8nC2m

2n+1 > 3C2m+1
2n+1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Î÷åâèäíî, ïðè n > 2 è 1 6 m < n åñòü
2m(8n + 3) > 0. Ñëîæåíèå åãî ñ (23), äàñò 2m(8n + 3) + 8n > 3(2n + 1). Îáå
÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîìíîæèì íà A = (2n+1)!

(2m+1)![2(n−m)+1]! , ãäå

k! = 1 × 2 × 3 . . . (k − 1)k; ïîñêîëüêó ïðè n > 2 è 1 6 m < n åñòü A > 0, òî,
òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷èì A{2m(8n+3)+8n−3(2n+1)} > 0. Ïðåîáðàçîâàíèå
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, äàëåå äàñò A{8n(2m + 1)− 3[2(n−m) + 1]} > 0. Ïîñëå
îòêðûòèÿ ýòèõ ñêîáîê è âîçìîæíûõ óïðîùåíèé, òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷èì

8n × (2n+1)!
(2m)![2(n−m)+1]! > 3 × (2n+1)!

(2m+1)![2(n−m)]! , ÷òî ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

ñîîòíîøåíèåì, òàê êàê: (2n+1)!
(2m)![2(n−m)+1]! = (2n+1)!

(2m)![(2n+1)−2m]! = C2m
2n+1 è

(2n+1)!
(2m+1)![2(n−m)]! = (2n+1)!

(2m+1)![(2n+1)−(2m+1)]! = C2m+1
2n+1 . �

Ïðåäëîæåíèå 4à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 èìååò ìåñòî
2(8n−1)2n+1 > (8n+1)2n+1. (24)

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â âåðíîñòè
2(8n−1)2n+1−(8n+1)2n+1 > 0. (25)

Ñ ýòîé öåëüþ äâàæäû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè áèíîìà Íüþòîíà äëÿ
íå÷åòíûõ ïîêàçàòåëåé. Ïðèìåíÿÿ èõ, ïî îòäåëüíîñòè ïîëó÷àåì:
2(8n − 1)2n+1 = 2(8n)2n+1 − 2C1

2n+1(8n)2n + . . .+
+2C2m

2n+1(8n)2n−2m+1 − 2C2m+1
2n+1 (8n)2n−2m + . . . + 2C2n

2n+1(8n)1 − 2,
(8n + 1)2n+1 = (8n)2n+1 + C1

2n+1(8n)2n + . . .+
+C2m

2n+1(8n)2n−2m+1 + C2m+1
2n+1 (8n)2n−2m + . . . + C2n

2n+1(8n)1 + 1,
ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîì n > 2 öåëîå m ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàåò âñå
çíà÷åíèÿ â ãðàíèöàõ 1 6 m < n.

Ñîãëàñíî çíàêó ìåæäó ñòåïåíÿìè â (25) íàéäåì ðàçíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé
ïðåäïîñëåäíåãî è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâ; ïî çàâåðøåíèè îïåðàöèè, ïîëó÷èì
(8n)2n

[
8n − 3C1

2n+1

]
+ . . . + (8n)2n−2m

[
8nC2m

2n+1 − 3C2m+1
2n+1

]
+

+ . . .+
[
8nC2n

2n+1 − 3
]
. (26)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëûõ n > 2 è 1 6 m < n ìíîãî÷ëåí (26)
ïîëîæèòåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ äëÿ n è m ñîìíîæèòåëè
çà ïðåäåëàìè êâàäðàòíûõ ñêîáîê â (26), î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíû. Ïî óòâåð-
æäåíèÿì ïðåäëîæåíèé 2à è 1à òàêæå ïîëîæèòåëüíû ðàçíîñòè â êðàéíèõ
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ñëåâà è êðàéíèõ ñïðàâà êâàäðàòíûõ ñêîáîê, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óòâåðæäåíèþ
ïðåäëîæåíèÿ 3à ïîëîæèòåëüíû ðàçíîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ó âñåõ n−1
âíóòðåííèõ ÷ëåíîâ (26). Èç óñòàíîâëåííîãî ñëåäóåò: ïðè n > 2 ìíîãî-
÷ëåí (26) ïîëîæèòåëåí. À ýòî äàëåå âëå÷åò âåðíîñòü (25)(èáî ïî ïðåîáðàçîâà-
íèþ (26) è ëåâàÿ ÷àñòü (25) òîæäåñòâåííî ðàâíû). Ïî ââîäíîìó çàìå÷àíèþ
âïðàâå çàêëþ÷èòü: óòâåðæäåíèå èñòèííî. �

Ïðåäëîæåíèå 5à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 1 èìååò ìåñòî
2(8n)(8n − 1)2n > (8n + 1)2n+1. (27)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Óñòàíîâèì èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ
äëÿ n = 1; îñóùåñòâèâ â (27) ïîäñòàíîâêó n = 1, âèäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
2× 8× 72 = 784 > 729 = 93 âåðíî. Àíàëîãè÷íûé ôàêò óñòàíîâèì äëÿ n > 2.
Ïóñòü n > 2. Òîãäà 2(8n)(8n−1)2n > 2(8n−1)(8n−1)2n = 2(8n−1)2n+1 (ýòî
î÷åâèäíî). Ó÷òÿ (24), èìååì 2(8n)(8n− 1)2n > 2(8n− 1)2n+1 > (8n + 1)2n+1,
èç ÷åãî ñëåäóåò âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ è äëÿ âñåõ n > 2. �

Ïðåäëîæåíèå 6à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî s > 3 èìååò ìåñòî
4s > 3C1

s+1. (28)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïî óñëîâèþ èìååì s > 3. Ïðèáàâèâ ê

îáåèì åãî ÷àñòÿì 3s, ïîëó÷èì 4s > 3(s+1), ÷òî ïî ñóòè è åñòü èñêîìîå (28).
Ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî â (28) èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè s = 3. �

Ïðåäëîæåíèå 7à. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ íå÷åòíîãî q > 3 è
1 6 m < q/2 èìååò ìåñòî

4qC2m
q+1 > 3C2m+1

q+1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïîäñòàâèâ â (28) q âìåñòî s è ñëîæèâ

ïîëó÷èâøååñÿ îò ïîäñòàíîâêè íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ
2m(4q + 3) > 0 (ïðè q > 3 è 1 6 m < q/2 îíî î÷åâèäíî âåðíî), ïîëó÷èì:

2m(4q + 3) + 4q > 3(q + 1) . Îáå ÷àñòè óìíîæèì íà A = (q+1)!
(2m+1)![(q−2m)+1]! ,

ãäå k! = 1× 2× 3 . . . (k− 1)k; ïîñêîëüêó ïðè q > 3 è 1 6 m < q/2 åñòü A > 0,
òî, òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷èì A{2m(4q + 3) + 4q − 3(q + 1)} > 0. Âûïîëíèâ
ïðåîáðàçîâàíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, áóäåì èìåòü
A{4q(2m+1)−3[(q−2m)+1]} > 0 . Ïîñëå îòêðûòèÿ ýòèõ ñêîáîê è óïðîùåíèé,
òàê èëè èíà÷å, ïîëó÷èì 4q × (q+1)!

(2m)![(q−2m)+1]! > 3 × (q+1)!
(2m+1)!(q−2m)! , ÷òî åñòü

òðåáóåìîå, òàê êàê:
(q+1)!

(2m)![(q−2m)+1]! = (q+1)!
(2m)![(q+1)−2m]! = C2m

q+1

è (q+1)!
(2m+1)!(q−2m)! = (q+1)!

(2m+1)![(q+1)−(2m+1)]! = C2m+1
q+1 . �

Ïðåäëîæåíèå 8à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íå÷åòíîãî q > 3
èìååò ìåñòî

2(4q − 1)q+1 > (4q + 1)q+1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â âåðíîñòè:

2(4q − 1)q+1 − (4q + 1)q+1 > 0. (29)

Ñ ýòîé öåëüþ äâàæäû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè áèíîìà Íüþòîíà äëÿ
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÷åòíûõ ñòåïåíåé. Ïðèìåíÿÿ èõ, ïî îòäåëüíîñòè ïîëó÷àåì:

2(4q − 1)q+1 = 2(4q)q+1 − 2C1
q+1(4q)q + . . .+

+ 2C2m
q+1(4q)q−2m+1 − 2C2m+1

q+1 (4q)q−2m + . . . + 2,

(4q + 1)q+1 = (4q)q+1 + C1
q+1(4q)q + . . .+

+ C2m
q+1(4q)q−2m+1 + C2m+1

q+1 (4q)q−2m + . . . + 1,

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîì íå÷åòíîì q > 3 öåëîå m ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàåò
âñå çíà÷åíèÿ â ãðàíèöàõ 1 6 m < q/2. Ñîãëàñíî çíàêó ”-“(ìèíóñ) ìåæäó
ñòåïåíÿìè â (29) íàéäåì ðàçíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé ïðåäïîñëåäíåãî è ïîñëåä-
íåãî ðàâåíñòâ; ïî çàâåðøåíèè äåéñòâèÿ ïîëó÷èì:

(4q)q[4q − 3C1
q+1] + . . . + (4q)q−2m[4qC2m

q+1 − 3C2m+1
q+1 ] + . . . + 1. (30)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íå÷åòíîì q > 3 è öåëîì 1 6 m < q/2
ìíîãî÷ëåí (30) ïîëîæèòåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ äëÿ q
è m âñå ñîìíîæèòåëè çà ïðåäåëàìè êâàäðàòíûõ ñêîáîê â (30), î÷åâèäíî,
ïîëîæèòåëüíû. Ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 6à íåîòðèöàòåëüíà ðàçíîñòü
â êðàéíèõ ñëåâà êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 7à
ïîëîæèòåëüíû ðàçíîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ó âñåõ (q − 1)/2 âíóòðåííèõ
÷ëåíîâ (30). Èç íàâåäåííîãî ñëåäóåò: ïðè q > 3 ìíîãî÷ëåí(30) ïîëîæèòåëåí.
À ýòî äàëåå âëå÷åò âåðíîñòü (29)(èáî ïî ïðåîáðàçîâàíèþ (30) è ëåâàÿ ÷àñòü
(29) òîæäåñòâåííî ðàâíû). Ïî ââîäíîìó çàìå÷àíèþ âïðàâå çàêëþ÷èòü: íàøå
óòâåðæäåíèå èñòèííî. �

Ïðåäëîæåíèå 9à. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 2 èìååò ìåñòî
2(4k)(4k− 1)k > (4k +1)k+1. (31)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Ïðîâåäåì åãî äâóìÿ ðàçäåëüíûìè ýòàïà-
ìè; íà ïåðâîì ýòàïå äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ íå÷åòíûõ k > 3, íà âòîðîì �
äëÿ ÷åòíûõ k > 2. Ïåðâûé ýòàï: åñëè k íå÷åòíîå > 3, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 8à èìååì 2(4k−1)k+1 > (4k+1)k+1, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èìååì òàêîå: 2(4k)(4k − 1)k > 2(4k − 1)(4k − 1)k = 2(4k − 1)k+1

(åãî âåðíîñòü î÷åâèäíà). Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé òåïåðü ñëåäóåò
2(4k)(4k − 1)k > 2(4k − 1)k+1 > (4k + 1)k+1, îòêóäà âûòåêàåò èñòèííîñòü
óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íå÷åòíûõ k > 3. Âòîðîé ýòàï: åñëè ÷èñëî
k ÷åòíîå > 2, òî ñòîèò â (27) ïîëîæèòü 2n = k, òàê ñðàçó ïîëó÷èì (31).
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå âåðíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷åòíûõ k > 2. Ïî
ðåçóëüòàòàì äâóõ ýòàïîâ çàêëþ÷àåì: óòâåðæäåíèå èñòèííî. �

Äîïîëíåíèÿ ê II. 2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-
ïóíêòà 3 îò ïðîòèâíîãî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàìêàõ óñëîâèé ïîäïóíêòà
3 ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p
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è t, îáîçíà÷èâ áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, èñõîäÿ èç
ïðèíÿòîãî(â ðàìêàõ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ) ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîæíîñòè
Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïîäïóíêòà 3 èìååì:

bh + ah = ch.
Òàê êàê ïðè h òðîéêà (a, b, c) åñòü ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå âûïèñàííîãî
óðàâíåíèÿ, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ X ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû
öåëûõ ÷èñåë (u0, v0),(u1, v1),(u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå
äåëÿùèõñÿ íà h ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = hjh−1uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= hvh

2 , 9′) a = hju2v2.


(32)

Ñåé÷àñ ìû íàìåðåíû èç 4′) â (32) èçâëå÷ü
ah−1 < vh

0 . (33)
Ðàñïèøåì óêàçàííîå ðàâåíñòâî òàê:

bh + ah

b + a
= bh−1 − bh−2a + . . . + b(h−1)−2ma2m − b(h−1)−(2m+1)a2m+1+

+. . .+ah−1 = V +ah−1 = vh
0 . (34)

Îñòà�åòñÿ, êàê âèäèì, óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà V
ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí V ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

V = bh−2(b − a) + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m(b − a) + . . . =

= (b − a)(bh−2 + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m + . . .) = (b − a)W.

Ïîñëåäíåå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ a, b è h ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
W ïîëîæèòåëüíî, è, ââèäó b > a(âåðíî ïî óñëîâèþ), åñòü b− a > 0. Îòñþäà
âûâîä: V > 0. È òåïåðü, ïî âûøå îáóñëîâëåííîìó, èç (34), ò. å. èç 4′) â (32),
ñëåäóåò (33).

Äàëåå ìû íàìåðåíû èç (33) èçâëå÷ü(
uh

0−uh
1−hjh−1uh

2
2

)h−1

< vh
0 . (35)
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Äëÿ ýòîãî â (4) ïîëîæèì A = hjh−1uh
2 , B = uh

1 , C = uh
0 è ïîëó÷èì:

uh
0 − uh

1 + hjh−1uh
2

2
− hjh−1uh

2 =
uh

0 + uh
1 − hjh−1uh

2

2
− uh

1 = uh
0−

− uh
0 + uh

1 + hjh−1uh
2

2
=

uh
0 + uh

1 − hjh−1uh
2

2
+

uh
0 − uh

1 + hjh−1uh
2

2
−

− uh
0 + uh

1 + hjh−1uh
2

2
=

uh
0 + uh

1 + hjh−1uh
2

2
− uh

1 − hjh−1uh
2 = uh

0 − hjh−1uh
2−

− uh
0 + uh

1 − hjh−1uh
2

2
= uh

0 − uh
1 − uh

0 − uh
1 + hjh−1uh

2

2
=

=
uh

0 − uh
1 − hjh−1uh

2

2
. (36)

Èç 1′), 2′), 3′) â (32) òàêæå íàõîäèì, ÷òî
a = uh

0−uh
1+hjh−1uh

2
2 , b = uh

0+uh
1−hjh−1uh

2
2 , c = uh

0+uh
1+hjh−1uh

2
2 (37)

è çàìåíÿÿ äðîáíûå âûðàæåíèÿ â (36) ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè a, b, c èç
(37), ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà:

a − hjh−1uh
2 = b − uh

1 = uh
0 − c = b + a − c = c − uh

1 − hjh−1uh
2 =

= uh
0−hjh−1uh

2−b = uh
0−uh

1−a =
uh

0 − uh
1 − hjh−1uh

2

2
. (38)

Ïîñêîëüêó b + a − c > 0 (òàê êàê ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ A
âûïîëíåíî b + a > c) è hjh−1uh

2 > 0 (âåäü ïî óñëîâèþ åñòü c > b è çíà÷èò ïî
3′) â (32) òàêæå åñòü hjh−1uh

2 = c − b > 0), òî èç (38) ñëåäóåò
a = hjh−1uh

2 + uh
0−uh

1−hjh−1uh
2

2 , ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû.

Òåïåðü (33) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
(
hjh−1uh

2 + uh
0−uh

1−hjh−1uh
2

2

)h−1

< vh
0 . Åñëè

ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàñïèñàòü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è îò ïîëó-
÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà îòáðîñèòü h − 1 ïåðâûõ ÷ëåíîâ, òî ïî êîíòåêñòó åñòü:(

uh
0−uh

1−hjh−1uh
2

2

)h−1

<
(
hjh−1uh

2 + uh
0−uh

1−hjh−1uh
2

2

)h−1

< vh
0 . Îòñþäà ñëå-

äóåò èñêîìîå (35).
Çäåñü íå ëèøíèì áóäåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå (a, b, c)

ïðè ôèêñèðîâàííûõ h è j òîëüêî åäèíîæäû ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èç (37).
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà u0, u1, u2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷èñëàìè a, b, c,

h è j, òàê êàê èìååì: u2 =
h
√

h(c−b)

hj , u1 = h
√

c − a, u0 = h
√

b + a.
Â ñèëó ïðèìèòèâíîñòè òðîéêè (a, b, c) èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò òàêæå,
÷òî ÷èñëà u0, u1, u2 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû è ïîëîæèòåëüíû, à ïðîèçâåäå-
íèå u0u1u2 ÷åòíî.

Î÷åðåäíîé øàã(âàæíûé øàã!) ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè òîãî, ÷òî äëÿ âõî-
äÿùèõ â (35) ÷èñåë u0, u1, u2, h è j:

a) èìååò ìåñòî h
√

4(h − 1)(uh
1 + hjh−1uh

2 ) > 0;
b) èìååò ìåñòî u0 − h

√
4(h − 1)(uh

1 + hjh−1uh
2 ) > 0.

Îáîñíóåì óñëîâèå a). Ïîñêîëüêó ôèêñèðîâàííîå h(h > 3) ÿâëÿåòñÿ íå÷åò-
íûì, òî íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ òåîðåì, à èìåííî: 1) åñòü 2n+1

√
d > 0, åñëè
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d > 0 è 2) åñòü 2n+1
√

d < 0, åñëè d < 0, äîñòàòî÷íî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî: 4(h − 1)(uh

1 + hjh−1uh
2 ) > 0. À ýòî íà ñàìîì äåëå òàê, ïîñêîëüêó ïðè

h > 3 åñòü h − 1 > 0 è ïðè èñõîäíîì óñëîâèè c > b > a ñ ó÷åòîì 2′) è 3′) â
(32) åñòü uh

1 +hjh−1uh
2 = (c−a)+(c− b) > 0. Ýòèì ïîêàçàíà âûïîëíèìîñòü

óñëîâèÿ a). Îáîñíóåì óñëîâèå b). Ïðèïîìèíàåì, ÷òî ïî ðàññìîòðåíèþ äëÿ
äîêàçûâàåìîãî ïîäïóíêòà 3 âûïîëíÿåòñÿ:
h
√

b + a > h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)]. Ó÷òÿ ðàâåíñòâà 1′), 2′), 3′) â (32),

ïîëó÷èì u0 > h
√

4(h − 1)(uh
1 + hjh−1uh

2 ), îòêóäà ñëåäóåò âåðíîñòü b).
Òåïåðü îñóùåñòâèì ðàâíîâåëèêóþ çàìåíó â (35). Äëÿ ýòîãî èç òîæäåñòâ

(38) èçâëå÷åì: uh
0 − c = c− (uh

1 +hjh−1uh
2 ). Ïîäìåíèâ â í�åì c ïðîèçâåäåíèåì

u0v0 (ñì. 7′) â (32)) è íàéäÿ çàòåì ÷èñëî v0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

v0 =
uh−1

0 +
uh
1 +hjh−1uh

2
u0

2
(â çíàìåíàòåëå u0 6= 0 � ýòî óñòàíîâëåíî âûøå).
Æåëàííàÿ ñ åãî ó÷àñòèåì çàìåíà â (35), íàêîíåö-òî, äàñò:(

uh
0−uh

1−hjh−1uh
2 )

2

)h−1

<

(
uh−1

0 +
uh
1 +hjh−1uh

2
u0

2

)h

.

Òåì ñàìûì ìû âïëîòíóþ ïðèáëèçèëèñü ê ìîìåíòó èñòèíû. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ïîëîæèòü: l = h

√
4(h − 1)(uh

1 + hjh−1uh
2 ), k = h − 1,

r = u0 − h
√

4(h − 1)(uh
1 + hjh−1uh

2 ), ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè a), b)
l > 0, r > 0 è ïî ðàññìîòðåíèþ òàêæå k � öåëîå > 2, òî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû E èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(
uh

0−uh
1−hjh−1uh

2
2

)h−1

>

(
uh−1

0 +
uh
1 +hjh−1uh

2
u0

2

)h

.

Íàëèöî ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) ïðè
óñëîâèÿõ ïîäïóíêòà 3 çàêëþ÷àåì: Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ ïîäïóíêòà 3. �

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-

ïóíêòà 5 îò ïðîòèâíîãî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàìêàõ óñëîâèé ïîäïóíêòà
5 ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p
è t, îáîçíà÷èâ áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, èñõîäÿ èç
ïðèíÿòîãî(â ðàìêàõ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ) ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîæíîñòè
Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïîäïóíêòà 5 èìååì:

bh + ah = ch.
Òàê êàê ïðè h òðîéêà (a, b, c) åñòü ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå âûïèñàííîãî
óðàâíåíèÿ, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ Y ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû
öåëûõ ÷èñåë (u0, v0),(u1, v1),(u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå
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äåëÿùèõñÿ íà h ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = hjh−1uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= hvh

1 , 8′) b = hju1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(39)

Ñåé÷àñ ìû íàìåðåíû èç 4′) â (39) èçâëå÷ü

ah−1 < vh
0 . (40)

Ðàñïèøåì óêàçàííîå ðàâåíñòâî òàê:

bh + ah

b + a
= bh−1 − bh−2a + . . . + b(h−1)−2ma2m − b(h−1)−(2m+1)a2m+1+

+. . .+ah−1 = V +ah−1 = vh
0 . (41)

Îñòà�åòñÿ, êàê âèäèì, óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà V
ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí V ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

V = bh−2(b − a) + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m(b − a) + . . . =

= (b − a)(bh−2 + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m + . . .) = (b − a)W.

Ïîñëåäíåå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ a, b è h ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
W ïîëîæèòåëüíî, è, ââèäó b > a(âåðíî ïî óñëîâèþ), åñòü b− a > 0. Îòñþäà
âûâîä: V > 0. È òåïåðü, ïî âûøå îáóñëîâëåííîìó, èç (41), ò. å. èç 4′) â (39),
ñëåäóåò (40).

Äàëåå ìû íàìåðåíû èç (40) èçâëå÷ü(
uh

0 − hjh−1uh
1 − uh

2

2

)h−1

< vh
0 . (42)

Äëÿ ýòîãî â (4) ïîëîæèì A = uh
2 , B = hjh−1uh

1 , C = uh
0 è ïîëó÷èì:

uh
0 − hjh−1uh

1 + uh
2

2
− uh

2 =
uh

0 + hjh−1uh
1 − uh

2

2
− hjh−1uh

1 = uh
0−

− uh
0 + hjh−1uh

1 + uh
2

2
=

uh
0 + hjh−1uh

1 − uh
2

2
+

uh
0 − hjh−1uh

1 + uh
2

2
−

− uh
0 + hjh−1uh

1 + uh
2

2
=

uh
0 + hjh−1uh

1 + uh
2

2
− hjh−1uh

1 − uh
2 = uh

0 − uh
2−

− uh
0 + hjh−1uh

1 − uh
2

2
= uh

0 − hjh−1uh
1 − uh

0 − hjh−1uh
1 + uh

2

2
=

=
uh

0 − hjh−1uh
1 − uh

2

2
. (43)
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Èç 1′), 2′), 3′) â (39) òàêæå íàõîäèì, ÷òî
a = uh

0−hjh−1uh
1+uh

2
2 , b = uh

0+hjh−1uh
1−uh

2
2 , c = uh

0+hjh−1uh
1+uh

2
2 (44)

è çàìåíÿÿ äðîáíûå âûðàæåíèÿ â (43) ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè a, b, c èç
(44), ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà:

a − uh
2 = b − hjh−1uh

1 = uh
0 − c = b + a − c = c − hjh−1uh

1 − uh
2 =

= uh
0−uh

2−b = uh
0−hjh−1uh

1−a =
uh

0 − hjh−1uh
1 − uh

2

2
. (45)

Ïîñêîëüêó b + a − c > 0 (òàê êàê ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ A
âûïîëíåíî b + a > c) è uh

2 > 0 (âåäü ïî óñëîâèþ åñòü c > b è çíà÷èò ïî
3′) â (39) òàêæå åñòü uh

2 = c − b > 0), òî èç (45) ñëåäóåò
a = uh

2 + uh
0−hjh−1uh

1−uh
2

2 , ãäå â ïðàâîé ÷àñòè îáà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû.

Òåïåðü (40) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
(
uh

2 + uh
0−hjh−1uh

1−uh
2

2

)h−1

< vh
0 . Åñëè ëåâóþ

÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàñïèñàòü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è îò ïîëó-
÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà îòáðîñèòü h − 1 ïåðâûõ ÷ëåíîâ(ïîëîæèòåëüíûõ), òî

ïî êîíòåêñòó åñòü:
(

uh
0−hjh−1uh

1−uh
2

2

)h−1

<
(
uh

2 + uh
0−hjh−1uh

1−uh
2

2

)h−1

< vh
0 .

Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå (42).
Çäåñü íå ëèøíèì áóäåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå (a, b, c)

ïðè ôèêñèðîâàííûõ h è j òîëüêî åäèíîæäû ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èç (44).
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà u0, u1, u2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷èñëàìè a, b, c,

h è j, òàê êàê èìååì: u2 = h
√

c − b, u1 =
h
√

h(c−a)

hj , u0 = h
√

b + a.
Â ñèëó ïðèìèòèâíîñòè òðîéêè (a, b, c) èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò òàêæå,
÷òî ÷èñëà u0, u1, u2 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû è ïîëîæèòåëüíû, à ïðîèçâåäå-
íèå u0u1u2 ÷åòíî.

Î÷åðåäíîé øàã(âàæíûé øàã!) ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè òîãî, ÷òî äëÿ âõî-
äÿùèõ â (42) ÷èñåë u0, u1, u2, h è j:

a) èìååò ìåñòî h
√

4(h − 1)(hjh−1uh
1 + uh

2 ) > 0;
b) èìååò ìåñòî u0 − h

√
4(h − 1)(hjh−1uh

1 + uh
2 ) > 0.

Îáîñíóåì óñëîâèå a). Ïîñêîëüêó ôèêñèðîâàííîå h(h > 3) ÿâëÿåòñÿ íå÷åò-
íûì, òî íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ òåîðåì, à èìåííî: 1) åñòü 2n+1

√
d > 0, åñëè

d > 0 è 2) åñòü 2n+1
√

d < 0, åñëè d < 0, äîñòàòî÷íî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî: 4(h − 1)(hjh−1uh

1 + uh
2 ) > 0. À ýòî íà ñàìîì äåëå òàê, ïîñêîëüêó ïðè

h > 3 åñòü h − 1 > 0 è ïðè èñõîäíîì óñëîâèè c > b > a ñ ó÷åòîì 2′) è 3′) â
(39) åñòü hjh−1uh

1 +uh
2 = (c−a)+(c− b) > 0. Ýòèì ïîêàçàíà âûïîëíèìîñòü

óñëîâèÿ a). Îáîñíóåì óñëîâèå b). Ïðèïîìèíàåì, ÷òî ïî ðàññìîòðåíèþ äëÿ
äîêàçûâàåìîãî ïîäïóíêòà 5 âûïîëíÿåòñÿ:
h
√

b + a > h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)]. Ó÷òÿ ðàâåíñòâà 1′), 2′), 3′) â (39),

ïîëó÷èì u0 > h
√

4(h − 1)(hjh−1uh
1 + uh

2 ), îòêóäà ñëåäóåò âåðíîñòü b).
Òåïåðü îñóùåñòâèì ðàâíîâåëèêóþ çàìåíó â (42). Äëÿ ýòîãî èç òîæäåñòâ

(45) èçâëå÷åì: uh
0 − c = c− (hjh−1uh

1 +uh
2 ). Ïîäìåíèâ â í�åì c ïðîèçâåäåíèåì

u0v0 (ñì. 7′) â (39)) è íàéäÿ çàòåì ÷èñëî v0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

v0 =
uh−1

0 +
hjh−1uh

1 +uh
2

u0
2
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(â çíàìåíàòåëå u0 6= 0 � ýòî óñòàíîâëåíî âûøå).
Æåëàííàÿ ñ åãî ó÷àñòèåì çàìåíà â (42), íàêîíåö-òî, äàñò:(

uh
0−hjh−1uh

1−uh
2

2

)h−1

<

(
uh−1

0 +
hjh−1uh

1 +uh
2

u0
2

)h

.

Òåì ñàìûì ìû âïëîòíóþ ïðèáëèçèëèñü ê ìîìåíòó èñòèíû. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ïîëîæèòü: l = h

√
4(h − 1)(hjh−1uh

1 + uh
2 ), k = h − 1,

r = u0 − h
√

4(h − 1)(hjh−1uh
1 + uh

2 ), ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè a), b)
l > 0, r > 0 è ïî ðàññìîòðåíèþ òàêæå k � öåëîå > 2, òî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû E èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(
uh

0−hjh−1uh
1−uh

2
2

)h−1

>

(
uh−1

0 +
hjh−1uh

1 +uh
2

u0
2

)h

.

Íàëèöî ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) ïðè
óñëîâèÿõ ïîäïóíêòà 5 çàêëþ÷àåì: Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ ïîäïóíêòà 5. �

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-
ïóíêòà 7 îò ïðîòèâíîãî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàìêàõ óñëîâèé ïîäïóíêòà
7 ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p
è t, îáîçíà÷èâ áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, èñõîäÿ èç
ïðèíÿòîãî(â ðàìêàõ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ) ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîæíîñòè
Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïîäïóíêòà 7 èìååì:

bh + ah = ch.
Òàê êàê ïðè h òðîéêà (a, b, c) åñòü ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå âûïèñàííîãî
óðàâíåíèÿ, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ Z ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû
öåëûõ ÷èñåë (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2), ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå
äåëÿùèõñÿ íà h ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = hjh−1uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= hvh

0 , 7′) c = hju0v0,

2′) c − a = uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= vh

1 , 8′) b = u1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(46)

Ñåé÷àñ ìû íàìåðåíû èç 4′) â (46) èçâëå÷ü

ah−1 < hvh
0 . (47)

Ðàñïèøåì óêàçàííîå ðàâåíñòâî òàê:

bh + ah

b + a
= bh−1 − bh−2a + . . . + b(h−1)−2ma2m − b(h−1)−(2m+1)a2m+1+

+. . .+ah−1 = V +ah−1 = hvh
0 . (48)
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Îñòà�åòñÿ, êàê âèäèì, óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà V
ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí V ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
V = bh−2(b − a) + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m(b − a) + . . . =

= (b− a)(bh−2 + . . . + b(h−1)−(2m+1)a2m + . . .) = (b− a)W .
Ïîñëåäíåå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ a, b è h ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
W ïîëîæèòåëüíî è ââèäó b > a(âåðíî ïî óñëîâèþ), åñòü b − a > 0. Îòñþäà
âûâîä: V > 0. Ïî âûøå îáóñëîâëåííîìó òåïåðü èç (48), ò. å. èç 4′) â (46),
ñëåäóåò (47).

Äàëåå ìû íàìåðåíû èç (47) èçâëå÷ü(
hjh−1uh

0 − uh
1 − uh

2

2

)h−1

< hvh
0 . (49)

Äëÿ ýòîãî â (4) ïîëîæèì A = uh
2 , B = uh

1 , C = hjh−1uh
0 è ïîëó÷èì

hjh−1uh
0 − uh

1 + uh
2

2
− uh

2 =
hjh−1uh

0 + uh
1 − uh

2

2
− uh

1 = hjh−1uh
0−

− hjh−1uh
0 + uh

1 + uh
2

2
=

hjh−1uh
0 + uh

1 − uh
2

2
+

hjh−1uh
0 − uh

1 + uh
2

2
−

− hjh−1uh
0 + uh

1 + uh
2

2
=

hjh−1uh
0 + uh

1 + uh
2

2
− uh

1 − uh
2 = hjh−1uh

0 − uh
2−

− hjh−1uh
0 + uh

1 − uh
2

2
= hjh−1uh

0 − uh
1 − hjh−1uh

0 − uh
1 + uh

2

2
=

=
hjh−1uh

0 − uh
1 − uh

2

2
. (50)

Èç 1′), 2′), 3′) â (46) òàêæå íàõîäèì, ÷òî
a = hjh−1uh

0−uh
1+uh

2
2 , b = hjh−1uh

0+uh
1−uh

2
2 , c = hjh−1uh

0+uh
1+uh

2
2 (51)

è çàìåíÿÿ äðîáíûå âûðàæåíèÿ â (50) ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè a, b, c èç
(51), ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà

a − uh
2 = b − uh

1 = hjh−1uh
0 − c = b + a − c = c − uh

1 − uh
2 =

= hjh−1uh
0−uh

2−b = hjh−1uh
0−uh

1−a =
hjh−1uh

0 − uh
1 − uh

2

2
. (52)

Ïîñêîëüêó b + a − c > 0 (òàê êàê ïî óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ A
âûïîëíåíî b + a > c) è uh

2 > 0 (âåäü ïî óñëîâèþ åñòü c > b è çíà÷èò ïî

3′) â (46) åñòü uh
2 = c− b > 0), òî èç (52) ñëåäóåò a = uh

2 + hjh−1uh
0−uh

1−uh
2

2 , ãäå
â ïðàâîé ÷àñòè îáà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû. Òåïåðü (47) ìîæíî çàïèñàòü

òàê:
(
uh

2 + hjh−1uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

< hvh
0 . Åñëè ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà

ðàñïèñàòü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è îò ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà îòáðî-
ñèòü h − 1 ïåðâûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, òî ïî êîíòåêñòó åñòü(

hjh−1uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

<
(
uh

2 + hjh−1uh
0−uh

1−uh
2

2

)h−1

< hvh
0 .

Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå (49).
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Çäåñü íå ëèøíèì áóäåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìèòèâíîå ðåøåíèå (a, b, c)
ïðè ôèêñèðîâàííûõ h è j òîëüêî åäèíîæäû ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èç (51).
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà u0, u1, u2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷èñëàìè a, b, c,

h è j, òàê êàê èìååì: u2 = h
√

c − b, u1 = h
√

c − a, u0 =
h
√

h(b+a)

hj .
Â ñèëó ïðèìèòèâíîñòè òðîéêè (a, b, c) èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò òàêæå,
÷òî ÷èñëà u0, u1, u2 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû è ïîëîæèòåëüíû, à ïðîèçâåäå-
íèå u0u1u2 ÷åòíî.

Î÷åðåäíîé øàã(âàæíûé øàã!) ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè òîãî, ÷òî äëÿ âõî-
äÿùèõ â (49) ÷èñåë u0, u1, u2, h è j:

a) èìååò ìåñòî h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) > 0;
b) èìååò ìåñòî hju0 − h

√
4h(h − 1)(uh

1 + uh
2 ) > 0.

Îáîñíóåì ïóíêò a). Ïîñêîëüêó h íå÷åòíî > 3, òî íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ
òåîðåì, à èìåííî: 1) åñòü 2n+1

√
d > 0, åñëè d > 0 è 2) åñòü 2n+1

√
d < 0, åñëè

d < 0, äîñòàòî÷íî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî 4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ) > 0. À ýòî íà
ñàìîì äåëå òàê, ïîñêîëüêó ïðè h > 3 åñòü h−1 > 0 è ïðè èñõîäíîì óñëîâèè
c > b > a ñ ó÷åòîì 2′) è 3′) â (46) åñòü uh

1 + uh
2 = (c− a) + (c− b) > 0. Ýòèì

ïîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü óñëîâèÿ a). Îáîñíóåì óñëîâèå b). Ïðèïîìè-
íàåì, ÷òî ïî ðàññìîòðåíèþ äëÿ äîêàçûâàåìîãî ïîäïóíêòà 7 âûïîëíÿåòñÿ
h
√

b + a > h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)]. Äîìíîæèâ çäåñü îáå ÷àñòè íà h
√

h è

ó÷òÿ ðàâåíñòâà 1′), 2′), 3′) â (46), ïîëó÷èì hju0 > h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ),
îòêóäà ñëåäóåò âåðíîñòü óñëîâèÿ b).

Òåïåðü îñóùåñòâèì ðàâíîâåëèêóþ çàìåíó â (49). Äëÿ ýòîãî èç òîæäåñòâ
(52) èçâëå÷åì hjh−1uh

0 − c = c− (uh
1 + uh

2 ). Ïîäìåíèâ â í�åì c ïðîèçâåäåíèåì
hju0v0 (ñì. 7′) â (46)) è íàéäÿ çàòåì ÷èñëî v0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

v0 =
hj(h−1)−1uh−1

0 + uh
1+uh

2
hju0

2
(â çíàìåíàòåëå u0 6= 0 � ýòî óñòàíîâëåíî âûøå).
Æåëàííàÿ ñ åãî ó÷àñòèåì çàìåíà â (49) è óìíîæåíèå çàòåì(â îáíîâëåííîì
íåðàâåíñòâå) îáåèõ ÷àñòåé íà hh−1, îêîí÷àòåëüíî äàñò

(
(hju0)h − h(uh

1 + uh
2 )

2

)h−1

<

 (hju0)h−1 + h(uh
1+uh

2 )
hju0

2

h

.

Òåì ñàìûì ìû âïëîòíóþ ïðèáëèçèëèñü ê ìîìåíòó èñòèíû. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ïîëîæèòü: r = hju0 − h

√
4h(h − 1)(uh

1 + uh
2 ), k = h− 1,

l = h
√

4h(h − 1)(uh
1 + uh

2 ), ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòàìè a), b) l > 0, r > 0
è ïî ðàññìîòðåíèþ òàêæå k � öåëîå ÷åòíîå > 2, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû E èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(
(hju0)h − h(uh

1 + uh
2 )

2

)h−1

>

 (hju0)h−1 + h(uh
1+uh

2 )
hju0

2

h

.
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Íàëèöî ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) ïðè
óñëîâèÿõ ïîäïóíêòà 7 çàêëþ÷àåì: Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ ïîäïóíêòà 7. �

Äîïîëíåíèÿ ê III. 3.

III.3. Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïîä-
ïóíêòà 6 (ãèïîòåòè÷åñêîå): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàìêàõ óñëîâèé ïï. 6 ñóùå-
ñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ òðîéêà (x, y, z) ñ ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì xyz, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2). Çàôèêñèðóåì ýòè öåëûå ÷èñëà x, y, z, p è t, îáîçíà÷èâ
áóêâàìè a, b, c, h è j, ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü, äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ ïï. 6
èìååì:

bh + ah = ch

è çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ Y ñóùåñòâóþò ïàðû (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2),
ñîñòîÿùèå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íå äåëÿùèõñÿ íà h öåëûõ ÷èñåë, ÷òî

1′) b + a = uh
0 , 4′) bh + ah

b + a
= vh

0 , 7′) c = u0v0,

2′) c − a = hjh−1uh
1 , 5′) ch − ah

c − a
= hvh

1 , 8′) b = hju1v1,

3′) c − b = uh
2 , 6′) ch − bh

c − b
= vh

2 , 9′) a = u2v2.


(53)

Ñóäÿ ïî êðàéíèì êîëîíêàì (53), ÿñíî, ÷òî èç ÷åòíîñòè îäíîãî èç ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a, b, c (èìååì ïî óñëîâèþ), âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë
â ïàðàõ (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2) (âûâåäåíà èç äîïóùåíèÿ) è íå÷åòíîñòè h
âûòåêàåò ÷åòíîñòü òîëüêî îäíîãî èç ÷èñåë u0, u1, u2 è íå÷åòíîñòü ÷èñåë
v0, v1, v2 (çàêëþ÷åíèå − 'íàâîäíîé ìîñòèê' ê ãèï. 3). Ñëåäóÿ îïèñàíèþ I. 5
ãëàâû I, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âàðèàíòû: u0 ÷åòíî è íå÷åòíî.

Ïóñòü ãèïîòåçà 3 èñòèííà. Ïóñòü u0 íå÷åòíî. Ïîñêîëüêó h äåëèò hju1,
òî hju1 > 3, à ñëåäîâàòåëüíî, åñòü hj(h−2)uh−2

1 > hju1 > 3 è ñîãëàñíî ëåììû
2 èìååì h

√
4h <

(
hju1

)h−2
. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èì

4h <
(
hju1

)h(h−2)
. (54)

Òàê êàê h(h− 2) < h(h− 1) (ýòî î÷åâèäíî) è jh(h− 2) < (jh− 1)(h− 1)
(ñ ó÷åòîì j > 1, èìååì: (jh− 1)(h− 1)− jh(h− 2) = h(j − 1) + 1 > 1 > 0),
òî hjh(h−2)u

h(h−2)
1 < h(jh−1)(h−1)u

h(h−1)
1 è (54) äàñò 4h <

(
hjh−1uh

1

)h−1
.

Ó÷òÿ î÷åâèäíûå:
(
hjh−1uh

1

)h−1
<
(
hjh−1uh

1 + uh
2

)h−1
, 4(h−1) < 4h, ïîëó÷èì

4(h − 1) <
(
hjh−1uh

1 + uh
2

)h−1
èëè h

√
4(h − 1)(hjh−1uh

1 + uh
2 ) < hjh−1uh

1 + uh
2 .

Ïîìíÿ î íå÷åòíîñòè u0 è 'íàâîäíîì ìîñòèêå', âîñïîëüçóåìñÿ ãèïîòåçîé 3;
ïîëàãàÿ â íåé x = a, y = b, z = c, p = h è ó÷òÿ 1′), 2′), 3′) â (53), îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì:

h
√

4(h − 1)(hjh−1uh
1 + uh

2 ) < hjh−1uh
1 +uh

2 = (c− a)+ (c− b) = h
√

b + a = u0.
Çäåñü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ïï. 6 èçíà÷àëüíî âûïîëíÿåòñÿ
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h
√

b + a < h
√

4(h − 1)[(c − a) + (c − b)] = h
√

4(h − 1)(hjh−1uh
1 + uh

2 ).

Ïóñòü u0 ÷åòíî. Òîãäà u1, u2 íå÷åòíû. À òàê êàê: u0 = h
√

b + a =öåëîå,
hju1 = h

√
h(c − a)=öåëîå, u2 = h

√
c − b =öåëîå (ñì. 1′), 2′), 3′) â (53),

ñîîòâåòñòâåííî) è îäíîâðåìåííî åñòü: c
u0

= c
h√b+a

= v0 =öåëîå íå÷åòíîå,
b

hju1
= b

h
√

h(c−a)
= v1 =öåëîå íå÷åòíîå, a

u2
= a

h√c−b
= v2 =öåëîå íå÷åòíîå,

(ñì. 7′), 8′), 9′) â (53), ñîîòâåòñòâåííî), òî çàêëþ÷åíèå ãèïîòåçû 3 (à ïðî÷èå
åå ïîñûëêè èìåþò ìåñòî) îäíîçíà÷íî óêàçûâàåò, ÷òî u0, âîïðåêè íàøåìó
ðàññìîòðåíèþ, îáÿçàíî áûòü íå÷åòíûì. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåñîâìåñò-
íîñòü ðàâåíñòâ 1′), 2′), 3′), 7′), 8′), 9′) â (53) ïðè ÷åòíîì u0.

Ïîäûòîæèì ïðîäåëàííîå. Ñïåðâà, èç äîïóùåíèÿ î ëîæíîñòè Îñíîâíîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðè óñëîâèÿõ ïï. 4, áûëî âûâåäåíî ñóùåñòâîâàíèå ïàð öåëûõ
÷èñåë (u0, v0), (u1, v1), (u2, v2), ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî
9 ðàâåíñòâ â (53). Çàòåì, ïðèâåäåíèåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷åòêî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè óñëîâèÿõ ïï. 4 âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (u0, v0),
(u1, v1), (u2, v2), óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû 6-òè ðàâåíñòâàì èç (53). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åíî äâà âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óìîçàêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîñûëàíèåì
íà ýòîò ôàêò, êîíñòàòèðóåì: ââîäíîå ïðåäïîëîæåíèå îøèáî÷íî. Ó÷èòûâàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå ðåøåíèÿ (x, y, z) óðàâíåíèÿ (2) â óñë. ïï. 6,
çàêëþ÷àåì:Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïï. 6− êîíåö
ãèïîòåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ÎÓ äëÿ ïîäïóíêòà 6.
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